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Une grande roue qui tourne, une aiguille d’horloge, le va-et-vient d'une
balancoire, la marée qui monte et descend : tous ces mouvements se répetent et
se décrivent avec deux fonctions, le cosinus et le sinus. En lere, tu quittes les
degrés pour une nouvelle unité d’angle, le radian, tu enroules la droite des réels
autour d’un cercle, puis tu étudies deux fonctions qui, elles aussi, tournent en

rond.

1. Le radian

° Radian

Un angle d’'un radian intercepte, sur un cercle de rayon 7, un arc de longueur

exactement r. Le radian est lUunité d’angle « naturelle » en mathématiques.



https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-cours-maths-1ere/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-cours-maths-1ere/

Le périmetre d’un cercle vaut 27t : un tour complet mesure donc 27 radians. Les degrés et les

radians sont proportionnels.

o Conversion

. . I , am .
180° correspond & 7 radians. Ainsi, une mesure de a degrés vaut m radians. Sur un

cercle de rayon r, un angle de @ radians intercepte un arc de longueur £ = r6.

180° 360°
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G Exemple 1
. . _om .
Convertis 135° en radians, puis 5 en degrés.
135° = 25T _ 3T 4 e 2T rad= 2 x 180° = 150°.

180 4 6 6



G Exemple 2

21
Quelle longueur parcourt le bout d’une aiguille de 4 cm qui tourne d’un angle de —

rad ?

£=’r0=4><2?ﬂ-=8?ﬂ-%5,03cm,

2. Le cercle trigonométrique

0 Cercle trigonométrique

Dans un repére orthonormé (O; I, J), le cercle trigonométrique est le cercle de
centre O et de rayon 1, orienté dans le sens direct (sens inverse des aiguilles d’'une

montre).

Imagine la droite des réels comme un fil gradué, enroulé autour du cercle a partir du point I(1; 0).

Le réel z vient se poser sur un point M du cercle : on dit que z est une mesure en radians de

— —
langle orienté (OI, OM). Un réel positif enroule dans le sens direct, un réel négatif dans le sens

contraire.

Comme un tour complet mesure 27, les réels x et £ + 2k7 (avec k entier relatif) désignent le
méme point M. Parmi toutes les mesures d’un angle, une seule appartient a Uintervalle ] —T; 7r]

: C'est la mesure principale.



Trouver la mesure principale

1. Ecris le réel sous la forme d’une fraction de 7.

2. Ajoute ou retire des multiples de 27 (c’est-a-dire des tours entiers) pour tomber

dans | — 7; .

e Exemple 3

o 257 177
Mesure principale de —— etde ———.
4 3
257 241 n T 6 + T tire 3t l e T
—— = —— 4+ — = 6w + — : onretire 3 tours, la mesure principale est —.
4 4 1 4 prineip 4
177 187r+7r 6+7r oute 3 ¢ l T t7r
——— = ——— 4+ — = —6m + — : on ajoute 3 tours, la mesure principale est —.
3 3 3 g " Prnep 3

3. Cosinus et sinus d’un réel

© cosinus et sinus

Soit ¢ un réel et M le point du cercle trigonométrique associé a . Le cosinus de z,
noté cos z, est l'abscisse de M. Le sinus de , noté sin z, est son ordonnée. Ainsi

M(cosz; sinx).
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o Propriétés fondamentales

Pour tout réel z :

e —1<cosz<let—1<sinez<1;

2

o cos?z +sin‘z=1:

o cos(z + 2m) = cos z et sin(z + 27) = sin z.

2

La relation cos? z + sin® z = 1 n'est autre que le théoréme de Pythagore dans le triangle

rectangle formé par O, M et le pied de la perpendiculaire a l'axe des abscisses : lhypoténuse OM
vaut 1.



o Exemple 4

T 3
Sachantque ¢ € [E ; 71'] etcosx = s calcule sin x.
sinz =1—cos?z =1 J 16 donc sin 4 sin z P
=1- =1— — = —,donc = —ou = ——. Pourzx
25 25 5 5
dans le deuxiéme quadrant, le point M est au-dessus de l'axe des abscisses :
4

sinz > 0. Doncsinz = —.

5

@ Piege

Ecrire sin? 2

= 1 — cos® x ne donne le sinus qu’a un signe prés. Il faut toujours

regarder dans quel quart de cercle se trouve le point pour choisir le bon signe.

Y. Les valeurs remarquables

2
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0 Astuce de Zyro

Pour ne jamais te tromper dans la ligne des cosinus, retiens la suite

le numérateur diminue. Pour les sinus, tu la lis a lenvers, et tu obtiens

V3
-

T
Ces valeurs viennent de deux triangles connus : le demi-carré (angle de Z) et le demi-triangle

T 0w
équilatéral (angles de r et 3)' Il faut les connaitre par coeur et savoir les retrouver a partir du

cercle.

5. Les angles associés

Le cercle est trés symétrique : a partir de M (z), on obtient des points liés par des symétries, et

leurs coordonnées se déduisent de cos & et sin .



o Formules des angles associés

Pour tout réel z :

e cos(—z) = coszetsin(—z) = —sinz;
o cos(m—x) =—coszetsin(mr— ) =sinz;
o cos(m+x) = —coszetsin(r+z) = —sinz;

™ . . T
CcoSs (E — :B) = sIn x et sin (E — :1:) = COSZ.

e Exemple 5

5t . I
Calcule cos — etsin —.

6 6
4 T il d cos s cos il \/E
— =@ — —,donc —_— = — — = ——.
6 6 6 6 2
T T LT .o 1
— =m7+ —,doncsin — = —sin — = ——.

6 6 6 6 2



6. Résoudrecos x=aetsinx=a

Résoudre cos € = a, c’est chercher les points du cercle d’abscisse a : une droite verticale coupe le
cercle en deux points symétriques par rapport a Uaxe des abscisses (si —1 < a < 1). Pour
sin £ = a, la droite est horizontale et les deux points sont symétriques par rapport a axe des

ordonnées.

1
= /3
o
-1 1
@
— | -3
° Equations de référence
Soit @ un réel et k un entier relatif.
e COST=cosa < Tz =a+ 2kroux = —a + 2km;

e sSinx =sina < z=a+2kmoux =7 — a+ 2km.

Si a n'est pas dans [—1; 1], les équations cos x = a et sinx = a n'ont aucune

solution.



Méthode

1. Reconnais la valeur @ comme cos b ou sin b avec un angle remarquable b.
2. Applique la propriété ci-dessus.

3. Garde les solutions de lintervalle demandé en donnant a k les valeurs utiles.

G Exemple 6

1
Résous sinz = —3 dans [0; 2m].
) . 7 1 T
On sait que sin (—E) =—5 Doncx = ~%5 + 2km ou
7 11
=7+ % + 2km = % + 2km. Dans [0 27|, on garde ¢ = =T (aveck =1
.y - ™ r 1lx
dans la premiere série) et x = ? Donc S = ? ; T .

7. Les fonctions cosinus et sinus

Les fonctions cos : £ — cos T et sin : £ — sin £ sont définies sur R. Leurs courbes ondulent

régulierement entre —1 et 1.

1.5
10h €08 0 = &in /2

AN/ /

-15

Sur la figure, la courbe orange est celle du cosinus et la courbe violette celle du sinus.



) Farité et périodicite

¢ La fonction cosinus est paire : cos(—:z:) = oS 2. Sa courbe est symétrique par

rapport a laxe des ordonnées.

¢ La fonction sinus est impaire : sin(—a:) = — sin x. Sa courbe est symétrique par

rapport a lUorigine.

e Les deux fonctions sont périodiques de période 27 : leurs valeurs se répétent a

Uidentique tous les 27r.

Gréce a la parité et a la périodicité, il suffit d’étudier les fonctions sur [0 ; 7], puis de compléter par

symeétries et translations.

Variations

cos décroissantede 1 @ —1
croissantede 0 @ 1 sur [0 ; 1] , puis décroissantede 1 a0
sin %
sur [E s T ]

Enfin, ces deux fonctions sont dérivables sur R, avec cos’(z) = —sinz et sin’(z) = cosz: 3

Uorigine, la courbe du sinus a pour tangente la droite de pente cos 0 = 1.



G Exemple 7
a) Etudie la parité de f(z) = @ sinz. b) Pour g(x) = cos z + sin z, calcule

oz o) o(3)

a) Pour tout réel z, f(—z) = (—z)sin(—z) = (—z)(—sinz) = zsinz = f(z): f

est paire.

s 71- Tr . ’
b) Pour g, la période 27 donne g (E + 271') =g (E) donc la différence vaut 0.

A retenir

7 radians = 180° ; sur un cercle de rayon 7, un angle de @ radians intercepte un arc de

longueur 76.

Les réels ¢ et  + 2k7 repérent le méme point du cercle trigonométrique ; la mesure

principale est dans | — ; ).

M(cos z ; sinz), avec cos? ¢ + sin? & = 1 et des valeurs toujours comprises entre —1

et 1.

™

T T T
Valeurs remarquables : connais les lignes de cosinus et de sinus pour 0, 513 2

., ™ i
Angles associes : —x, T — &, ™+ ¢, — — & donnent des symetries sur le cercle.

2
cosx = cosa donne x = +a + 2kw ;sinx = sina donne x = a + 2kmw ou

T =m—a+ 2knr.

Cosinus : paire ; sinus : impaire ; toutes deux de période 27 ; cos’ = — sin et sin’ = cos.
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