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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Distance discréte

a. Séparation, symétrie et positivité sont immeédiates. Pour linégalité triangulaire : si
z=2zd(z,z) =0 <d(z,y) + d(y, 2). Si £ # 2, on ne peut avoir a la fois * = y et
y = z,doncd(z,y) + d(y,2) > 1 =d(z, 2).

b. B(a, 3) = {a} card(a,z) < 3 force d(a,z) = 0. B(a,2) = E car toutes les
distances valent au plus 1.

c. Un singleton {a} est une boule ouverte, donc un ouvert. Toute partie est une réunion
de singletons, donc ouverte ; son complémentaire lest aussi : toute partie est a la fois

ouverte et fermée.
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o Calculer trois normes

lzlli =3+4+12=19.|z|s = V9 + 16 + 144 = /169 = 13. ||z| 00 = 12.
Onabienl2<13<19<36 =3 x 12

° Ni ouvert ni fermé

Non ouvert : toute boule ]1 — 7,1 4 7| autour de 1 contient 1 4+ £ ¢ ]0, 1]. Non fermé : la
suite = est dans ]0, 1], converge vers 0 ¢ ]0,1] ; le complémentaire ] — 00, 0]U]1, +00]

n'est donc pas ouvert (aucune boule autour de 0 n'y reste).

0 Intérieur, adhérence, frontiére

Intérieur : A =] — 2,1[U]1, 4] (le point 1 n'est pas dans A, le point 4 n'est pas intérieur, 6
est isolé). Adhérence : A = [—2,4] U {6} (le point 1 est limite de points de A). Frontiere :
A\ A={-21,4,6}

o Une suite du plan

||’U:n—(0,1)||oo=ma,x(1 L ) = % —>0,doncun—>(0,1).

n n2

% <1072 < n > 100: le plus petit entier est N = 101.

° Image réciproque de la valeur absolue

Ona ||z| — |y|| < |& — y|: Vapplication est 1-lipschitzienne, donc continue. Alors
{|z| > 1} est la préimage de louvert |1, +o00[, donc ouvert (cest | — oo, —1[U]1, +o0]).

Son complémentaire [—1, 1], préimage du fermé [0, 1], est fermé.



° Compact ou non ?

[—2, 5] : fermé borné, compact. 0, 1] : non fermé, pas compact. Z : fermé mais non borné,
pas compact. [0, 1] U {7} : fermé (réunion finie de fermés) et borné, compact. Q N [0, 1] :

borné mais non fermé (% en est limite), pas compact.

o Une distance bornée sur R

a. Sur [0, +o0[, ¢'(x) = (1+a:

. Donc ¢ est strictement croissante, donc injective. Ainsi

o > 0 sur| — 00, 0], p(z) = 7% de dérivée ﬁ >0

d(z,y) =0 <= ¢(z) = p(y) < z = y; symétrie et inégalité triangulaire

viennent de la valeur absolue.

b.d(1,3)=|3 — 3| =1.d(0,n) = g

c. |p(x)| < 1 pour tout z, donc d(0,x) < 1:R = B(0,1). L'espace est borné pour d
bien que non borné pour la distance usuelle, ce qui montre que « borné » dépend de la

distance.

o Aires des boules unité

Norme 1 : losange de sommets (£1, 0), (0, 1), de diagonales 2 et 2 : aire 252 = 2.

Norme 2 : disque d'aire 7. Norme oo : carré [—1, 1]2 d’aire 4.

2 <7 <4et,comme ||z||o < ||z|]|2 < ||Z||l1,0onallz]i 1=z < 1= |z]|o < 1:

losange C disque C carre.

Q Un ouvert du plan

Les applications f(z,y) = z et g(x,y) = =2 — y sont continues sur R2 Alors
U = f71(]0, +o0o[) N g71(]0, +00]) est lintersection de deux ouverts, donc un ouvert.
Pour (1,0):z=1>0etl1—0=1>0,ilestdans U.Pour (1,1): 2% —y = 0, pas

strictement positif, il n’est pas dans U (il est sur la frontiére).



0 Un fermé non compact et non connexe

Fermé : F = h1([1, +o00[) avec h(z,y) = zy continue. Non compact : les points (7, 1)
sontdans F' (carn > 1) et ||(n,1)||o = m. donc F n'est pas borné. Non connexe :
F C {x # 0} ; les parties F N {x > 0} et F N {z < 0} sont ouvertes dans F, disjointes,

non vides (elles contiennent (1,1) et (—1, —1)) et recouvrent F..

e Valeurs d’adhérence

Les termes pairs vérifient ugy = 1 + ﬁ — 1, les termes impairs

Uokr1 = —1 + ﬁ — —1. Ces deux limites sont des valeurs d’adhérence, etiln’y en a
pas d’autres, car tout terme est proche de 1 ou de —1 a partir d’'un certain rang. Une suite
convergente a pour seule valeur d’adhérence sa limite : ('u,n) diverge, bien gu’elle soit
bornée (|un| < 2) et qu’elle ait des sous-suites convergentes, comme le prévoit Bolzano-

Weierstrass.

@ L’intervalle ]0,1] n’est pas complet

Pourm >n > N, |% — %| < % < % qui tend vers O : la suite est de Cauchy. Sa seule
limite possible dans R est 0 £ ]0, 1] : elle ne converge pas dans ]0, 1]. Cet espace n'est pas

complet, bien que IR le soit : une partie non fermée d’un complet n'est pas complete.

Q Itérations d’une contraction

a.|f(z) — f(y)| = 3|z — y| : contraction de rapport k = % sur R complet.
fO =t <= t=1+% <= =%

_ 4 _ 13 _ 40 121
b.’U,1=1,’U,2—E,Ug—T,U4—ﬁ,U5—WN1,494.

cup,—¥£= %(un_l — £) donne |u,, — % = % .37™. On veut % .37" < 1073, soit

3" > 1500 : comme 3% = 729 et 37 = 2187, il fautn = 7.



e Valeurs intermédiaires et trois racines

p est continue et limage d'un intervalle est un intervalle. p(—2) = —1 < O et

p(—1) =3 > 0:uneracinedans [—2,—1].p(0) =1 > 0 etp(1l) = —1 < 0 : une racine
dans [0,1]. p(1) = —1 < 0 et p(2) = 3 > 0: une racine dans [1, 2]. Ces trois intervalles
ont au plus un point commun (1, qui n'est pas racine), donc ce sont trois racines distinctes ;

un polynéme de degré 3 n’en a pas plus : exactement trois.

e Réunion, intersection et adhérence

a.Comme AC AUB, A C AU B de méme pour B, d'ou D. Réciproquementz UB

est un fermé (réunion finie) contenant A U B, donc il contient le plus petit fermé

AUB.

b.ANB C Adonne AN B C A, idem pour B.Pour A = Qet B=R\ Q, les deux
sont denses : Z N B= R, mais A N B = &, d’adhérence vide : inclusion stricte.

a Normes non équivalentes

: 1
a. || falloo =1 (atteintenz = 1) et || fnll1 = [, 2" dz = n;ﬂ

b.Sil<c¢- n+r1 pour tout n, alors n + 1 < ¢ pour tout n, absurde. Les deux normes ne

sont pas équivalentes, contrairement au cas de la dimension finie, et la topologie de la

norme || - ||1 est strictement moins fine que celle de || - || oo-

c. g < 0,01 < n>99.



° Maximum sur un disque

a. D est fermé borné de R2, donc compact ; f est continue, donc atteint son maximum et

son minimum sur D.

b. Par Cauchy-Schwarz, z 4 2y < V1+ 4\/.'1:2 +9?2 < v/5. Pour
(z,y) = (%, %) €D f= % = /5. Le maximum vaut v/5 = 2,236, atteint en

ce seul point ; le minimum est —\/5.

e Distance a une partie

a.d(4,A) = min(|4 — 3|, |4 — 5|) = 1 (la borne inférieure des distances a |1, 3] vaut 1,
sans étre atteinte). d(3,4) = 0:3 ¢ Amais 3estlimitede 3 — 1 € A.
d(3,5; A) = min(0,5;1,5) = 0,5.

b.Poura € A, |z —a| < |z —y|+ |y — a|, doncd(z, A) < |z — y| + d(y, A) en
prenant la borne inférieure ; on échange x et y. Enfin d(m, A) = 0 signifie qu’il existe

an € Aavec |z — ay| — 0, Cest-a-direx € A.

@ Point fixe du cosinus

a. cos envoie [0,1] dans [cos 1, 1] C [0, 1], et par accroissements finis
|cosz — cosy| < sinl- |z —y|avecsinl < 1.0, 1] est complet (fermé de R). Le

théoréme de Banach donne un unique point fixe £ = 0,7391 et la convergence de

b. On cherche <& - 0,4597 < 1072, Avec %207 2,90, il faut k™ < 0,0034, C'est-a-

direm > 33 (la majoration est pessimiste : lerreur réelle est bien plus petite).




6 R et R2 ne sont pas homéomorphes

Soient P, Q deux points distincts de R? \ {O}. Si le segment [P, Q] évite O, il fournit un
chemin. Sinon O est sur [P, @] et on passe par un point R hors de la droite (PQ) : [P, R] et

[R, Q] évitent O, d’ou un chemin continu. L'espace est connexe par arcs, donc connexe.

R\ {0} =] — 00,0[U]0, +00][ est une réunion de deux ouverts disjoints non vides : non

connexe.

Si h : R — R2 était un homéomorphisme, sa restriction établirait un homéomorphisme
entre R \ {0} et R? \ {A(0)}, qui conserverait la connexité. Contradiction : R et R? ne sont

pas homéomorphes.
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