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| Corrigés redigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Calculer des normes dans R
allz|i=2+3+6=11;|z|=vV4+9+36=+49="T7;
|z||cc = max(2,3,6) =6.

b.z —y=(3,—4,4),donc ||z —y||l1 =3+4+4=11,
|z —y|lo = V9416 + 16 = V4l et ||z — y||oc = 4. On retrouve bien
4 <+v41 <11
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° Norme ou pas norme ?

Nj estune norme: Ni(z,y) = 0forcex =y =0; N1(A(z,y)) = |A|N1(z,y) ; linégalité
triangulaire découle de celle de la valeur absolue sur chaque terme.

N n'en est pas une : N3(1,1) = 0 alors que (1,1) # (0, 0) (la séparation échoue).

N3 n'en est pas une : N3(2z,2y) = 4N3(z,y) # 2N3(z,y) dés que (z,y) # 0

(lhomogénéité échoue).

° Boules dans R et aires de boules

a.B(3,2) ={x: |z — 3| <2} =]1,5[et By(-1,1) =[-3,—3]

b. La boule unité pour || - ||1 est le losange de sommets (+1, 0) et (0, 1) : ses
X 2

diagonales valent 2 et 2, laire est = 2. Pour || - ||oo, C'est le carré [—1,1]2 de

cHté 2, d'aire 4.

o Ouvert, fermé, ni Uun ni Uautre

A est un intervalle ouvert : ouvert. B est un segment : fermé. C' =10, 1] n'est pas ouvert (1

n'a pas de voisinage inclus dans C) ni fermé (0 est limite de % € C mais 0 € C) : ni Lun ni

lautre.

D : la suite % tend vers 0 ¢ D, donc D n’est pas fermé ; aucun point de D n’a de boule
incluse dans D, donc D n’est pas ouvert : ni lun ni lautre. E = N est fermé (son
complémentaire est une réunion d’intervalles ouverts) et n’est pas ouvert (une boule autour

de 0 contient des réels non entiers).



o Intérieur, adhérence, frontiére

Pour A: A =10, 1] (le point 2 est isolé, aucune boule autour de lui n'est dans A) ;
A =0,1]U {2} ; frontiere = {0,1, 2}.

Pour B': tout intervalle ouvert contient des irrationnels, donc B=0 ; tout point de [0, 1] est

limite de rationnels de [0, 1], et B C [0, 1] fermé, donc B = [0, 1] ; frontiere = [0, 1].

o Limites de suites dans le plan

3 1 —1)"
nt —>3et( )

On passe composante par composante. — 0: u, — (3,0). Pour

n

) sin(1/n) n
vn,n81n%=1/—n—>1ete —>O’Un—>(1,0)
. dn+1 -5 5 1 5
Enfin n+2 —a = n—+2,donc ||Un—(3,0)||oo Ima-X(n_'_z,;) = n+2 pour

n > 1, qui tend bien vers 0.

° Continuité de la norme

Par linégalité triangulaire, ||z|| < ||z — y|| + ||yl et ||lyll < ||z — y|| + ||z|. d'ou

llz|l = llyll| < & — yl| : la norme est 1-lipschitzienne, donc continue (prendre § = g).

Ici ||z]|2 = 5. ||y]|2 = v/9,61 + 15,21 = /24,82 =~ 4,982, donc |||a:|| — ||y||| ~ 0,018,
alors que ||z — y||2 = +/0,01 + 0,01 =~ 0,141. L'inégalité 0,018 < 0,141 est bien vérifiée.

o Chaine d’inégalités entre trois normes du plan
Posons ¢ = (a, b). (1) max(a2,b?) < a? + b? donne ||z||0o < ||z||2 ; égalité pour (1,0).
(2) (Ja| + [b])? = a® + b2 + 2|ab| > a® + b2 donne ||z||2 < ||z||1 ; égalité pour (1,0).

(3) 2(a2 + b%) — (Ja| + |b])% = (Ja| — [B)? > 0, donc ||z||1 < V2 ]z||2; égalité pour
(1,1). (4) |2]|2 < V2 ||z e car a? + b% < 2max(a?,b?), donc v/2 ||z||2 < 2||2||o0 ;

égalité pour (1, 1). Les normes sont donc équivalentes avec des constantes optimales.



o Un ouvert défini par deux inégalités

Les applications (z,y) — zy et (z,y) — z sont continues. Donc {zy > 1}, image
réciproque de louvert |1, +oo], et {& > 0}, image réciproque de |0, +00[, sont ouverts ;
leur intersection A est un ouvert.

Pour montrer que A n'est pas fermé, considérons a,, = (1 + %, 1):zy=1+ % > let

z > 0,donca, € A, eta, — (1,1).0r1 x1=13%1:(1,1) € A La limite d'une suite
de A n'est pas dans A : A n'est pas fermé.

° Densité des nombres dyadiques
2% ]
2k
0<z—di < 2% Doncdy — z: tout réel est limite d’une suite de D, cest-3-dire D = R

Soitex € Retdy = € D. Comme |2Fz| < 2kz < |2kz| +1,0na

Si f est continue et nulle sur D, alors f(z) = lim f(dy) = lim 0 = 0 pour tout z, par

continuité séquentielle.

° Norme d’une forme linéaire selon la norme choisie
Pour || - |1 : |22 — 5y| < 2|z| + 5[y| < 5(|z| + [y]). égalité pour (0,1) : [[u]| = 5.

Pour (| - ||leo : |22 — By| < 7Tmax(|z|, |y|), égalité pour (1, —1) caru(l,—1) =7:
lull = 7.

Pour || - ||2 : par Cauchy-Schwarz, |2z — by| < v/4 + 25 ||(z,y)||2 = V29 ||(z, ) 2.

égalité pour (2’—\/;_;’) : ||u|| = v/29. La norme d’opérateur dépend donc des normes choisies,

mais reste finie dans les trois cas.



e Parties compactes du plan

En dimension finie, compact <= fermé borné.

(a) Boule fermée : fermée et bornée, compacte. (b) Fermée (image réciproque de {1} par
(z,y) — @y) mais non bornée : (n, +) a une norme qui tend vers Linfini ; non compacte. (c)
Bornée mais non fermée : (1, 0) est limite de (1 — 2, 0) sans appartenir & lensemble ; non

compacte.

(d) Réunion de deux compacts (le cercle est fermé borné, un point aussi) : compacte. (e)

Image du compact [0, 10] par Uapplication continue & — (&, sin ) : compacte.

G Suites de Cauchy : une série et la série harmonique

Pour k > 2, 1 1 1 1 Par tél
a. Pour — —. Par télescopage,
k2 Shk-1 k-1 % Pag
1 1 1

m >n > N = |uy, — uy,| < € suite de Cauchy. Comme R est complet, (uy,)

converge.

b. Hy, — H,, Zk ntl k >n X o = = 3 Poure = % aucun rang N ne convient

(prendren = N, m = 2N) : (H,) n'est pas de Cauchy, donc diverge.

Q Le plan privé de l'origine est connexe par arcs

Soient a, b # 0.Si 0 € [a, b], le chemin y(t) = (1 — t)a + tb convient. Sinon 0 € [a, b] et
b = —Aa avec A > 0. Posons ¢ = (—az, a1), non nul et non colinéaire a a. Les points

(1 — t)a + tc sont non nuls (combinaison de deux vecteurs indépendants & coefficients non
tous nuls), et de méme (1 — t)c + tb puisque b est colinéaire a a. La concaténation de ces

deux segments relie a & b dans R? \ {0}.

Dans R \ {0}, un chemin continu 4 de —1 & 1 prendrait par le théoréme des valeurs

intermédiaires la valeur 0 : impossible.



G Normes non équivalentes sur les fonctions continues

gn est continue, vaut 1 en 0 et 0 a partirde t = % . ||gnl|co = 1. Son graphe est un triangle

1
1 : _
de base - etde hauteur 1: ||gn||1 = o

C
On a toujours ||f|l1 < || f]|co- Mais s'il existait C avec || flloo < C||f||1. on aurait1 < 5
n

pour tout n, absurde. Les deux normes ne sont pas équivalentes : le théoreme de la

dimension finie ne s'applique pas a C([0, 1]), de dimension infinie.

e Distance discréte
a. B(a,1) = {a} (card(a,z) <1 <= z =a), B(a,2) = EetBf(a,1) = E.

b. Pour toute partie A ettouta € A, B(a,1) = {a} C A: A est ouverte. Son

complémentaire lest aussi, donc A est fermée.

c.up = £ <= d(un,£) > 0 < u, = £ 4 partir d'un certain rang : les suites
convergentes sont les suites stationnaires. {a} étant fermé,

B(a,1) = {a} # E = By(a, 1) : ladhérence de la boule ouverte nest pas la boule

fermée.



e Une distance qui rend R non complet

a. La symétrie est évidente. Si d(x,y) = 0, arctan = arctan y, et comme arctan est
injective (strictement croissante), x = y. Inégalité triangulaire :
|arctan  — arctan z| < |arctanz — arctany| + | arctan y — arctan z| par

linégalité triangulaire de R.

b.d(0,z) = |arctanz| < T <= |z| < lcararctanl = 7 etarctan est

croissante. Donc B(0, %) =] — 1,1].

c.arctann — 7, doncd(n, m) = |arctann — arctanm| — 0 quand n,m — oo :
suite de Cauchy. Si elle convergeait vers £ € R, on aurait arctann — arctan/ < %
ce qui contredit arctann — 7. Donc (R, d) n'est pas complet, alors que (R, | - |)

Uest : la complétude dépend de la distance, pas seulement de la topologie.

e Un maximum sur un compact défini par deux contraintes

a. F' est lintersection des images réciproques des fermés | — 00, 4] et [0, +00] par les
applications continues (z,y) — x2 + y% et (z,y) — y — &2 + 2: cest un fermé. Il

est contenu dans la boule fermée de rayon 2 : il est borné. Donc F' est compact.

b. f est continue sur le compact F' (non vide, car (0,0) € F) : elle atteint son maximum.
Le point (\/§, 1)estdans Fcar3+1=4<4etl >3 — 2 Montrons & < V'3 sur
F:sizg>+/3 alorsz? —2>1,doncy > 22 —2 > lety? > 1,dou
22 + y2 > 3+ 1 = 4, impossible. Le maximum de f vaut donc v/3, atteint en

(v3,1).



e Forme linéaire continue ou non selon la norme

a. lp(f)] < fol Ifl < 1flloo €t |¥(F)] < ||f]loo : les deux sont continues de norme < 1.
Pour f =1 o(f) = ¥(f) =1 = [|flleo : [loll = [l = L.

b. |o(f)| < || fll1. égalité pour f = 1: ¢ est continue de norme 1. Pour %, f,, est

continue, fn(%) = 1, et son graphe est un triangle de base % et de hauteur 1

contenu dans [0,1] : || fall1 = <. Ainsi |’|‘|p]£f|7|l)| = n n'est pas borné : ¢ n'est pas
nl|l
continue pour || - ||1, alors qu’elle lest pour || - || -
e 1
@ Point fixede v — 1+ ——
1+z
a. f est décroissante : f(2) = £ < f(z) < f(1) = 3. donc f(F) C [§,3] C F.Ona
f'(z) 2 la fonction g(x) 2 dérivé
= ——————— ; la fonction = ————— a pour dérivée
(+a?)y AN TR Pl
2—-6
(1—|_—w:2c)3 < 0sur [1,2], donc | f'| < g(1) = 3. Par linégalité des accroissements

finis, f est %—lipschitzienne.

b. F est fermé dans R complet : le théoréme de Banach donne un unique point fixe £. Il

vérifie f =1 + , soit £(1 4 £2) =1+ 42 4+ 1, cest-a-dire

1
14 ¢2
0B —024+£—-2=0.Avec P(z) =23 — 22 +2—2: P(1,35) ~ —0,0121 < O et
P(1,36) ~ 0,0259 > 0;parle TVI, £ € [1,35; 1,36].

1
c.u1=1—|—%=%etu2=1—|— 1+9/4 =1+1;432%%1,3077.Lamajorationa
1/2)" 1/2)" 1
priori donne |u, — £| < 1(_/1)/2 lug — ug| = (1//2) X 5 = 27" Comme

2710 = - < 107% n = 10 suffit.



Q Image d’un cercle par une forme linéaire

a. L'application y(t) = (cos 27t, sin 27rt) est continue de [0, 1] dans C et surjective sur
C. Pour deux points y(s) et ¥(t), le chemin 7 +— ((1 — 7)s + 7t) les relie : C est
connexe par arcs.

b. f est continue : f(C) est connexe par arcs dans R, donc un intervalle. Par Cauchy-
Schwarz, |f(2,y)| < v/5 sur C. Pour @ tel que cos ¢ = % etsingp = % ona
f(cost,sint) = v/5cos(t — ), quivaut V5 ent = pet —v/5 ent = ¢ + . Donc

£(€) = [-v/5,/5].

@ (C([0,1]),]] - |[1) n'est pas complet

a. L'aire sous f,, se compose d’un triangle de base % et de hauteur 1, soit % etd’un
1 1 .l 1 1
rectangle de largeur 5 — — et de hauteur 1: fo fn= 2 — 3, Pourm 2> n,
fm = fn (la pente de f,, est plus forte), donc
1 1 1 : .
\fm — full1 = ffm — ffn = 3. — 3.~ < 35 quitend vers 0: la suite est de

Cauchy.

b. Supposons || fn — f|l1 = 0 avec f continue. Comme f,, = 0 sur [0, %]

S < N fn = flli = 05 |F

sur [0, 3. De méme, pour touta > 3, fo = 1 sur [a, 1] & partir d’un rang, d'ol

étant continue, positive et d’intégrale nulle, f =0

f = 1sur]a,1], donc sur ]%, 1]. Alors fvaut0en % et tend vers 1 a droite : elle n’est

pas continue, contradiction. L'espace n’est pas complet.
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\2‘ E;tra‘ine-toi : défi express de Licence " R )

Niveau : Licence L2
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;9 ancer le défi
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