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Le livre d’exercices corrigés de maths Maths Spé

Tout le programme en un seul PDF de 133 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

21 exercices classés par difficulté (* facile, ¥ % moyen, % %% difficile). Cherche

d’abord sans regarder le corrigé !

° Limites simples

Déterminer la limite simple, si elle existe, de chaque suite :
T
a. T)=
fn(2) n+1

b. gn(x) = (1 + %)n surR;

surR:;

c. hy(z) = e ™ sur [0, +oo[ ;

sin x
d. kn(z) = sur R.
n
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o Norme uniforme a calculer

On pose frp(x) = nL—i—l Calculer || fr|loo sur [0, 3], puis dire si la convergence vers la

fonction nulle est uniforme sur [0, 3] et sur R.

° Vrai ou faux ?

Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse, avec une justification courte.
a. La limite simple d’'une suite de fonctions continues est toujours continue.
b. Une convergence uniforme sur I est une convergence simple sur I.

c. Une série qui converge normalement converge uniformément.

o Normale ou pas ?

Les séries suivantes convergent-elles normalement sur R ?

cos(nx)
S
n

n>1

o Z sin;nw) |

n>1

o Une série géométrique

Montrer que Y, o " converge normalement sur [—3, 1], puis calculer la somme en

_ 1 __1
Tr = 3etenavz— 2

o Combien de termes ?

On pose fn(z) = ™ sur [0, 1]. Calculer || f5]| 0. puis déterminer le plus petit entier n tel

que || faloo < 107°.



° Intégrale et limite

1
Pour fn(z) = 2™ sur [0, 1], calculer/ fn. puis comparer avec lintégrale de la limite
0

simple.

o Un supremum a étudier

x
Soit fn(z) = el R. Déterminer la limite simple, calculer || f, || €t conclure.

o Une bosse qui se rétrécit

nr

= m sur [0, +OO[

Soit fr(z)
a. Déterminer la limite simple.

b. Calculer f,(1/n). La convergence est-elle uniforme sur [0, +-00[ ?

c. Montrer qu’elle est uniforme sur [a, +00] pour tout a > 0.

Q Le produit x puissance n par 1 moins x

Soit f,(x) = ™(1 — z) sur [0, 1]. Montrer que (f,,) converge uniformément vers 0 et

caleuler || frl| co-

0 Une limite qui casse

wn

1+ 2"

Soit fn(z) = sur [0, 1].
a. Déterminer la limite simple f.

b. En déduire que la convergence n’est pas uniforme sur [O, 1].

c. Montrer qu’elle est uniforme sur [0, %]



e Un cousin de la somme de Bale
z" 1 2
On pose S(z) = Z — sur [—1,1]. On admet que Z — =

n>1 n=1

a. Montrer que S est continue sur [—1, 1].
b. Calculer S(1).

c. Caleuler S(1) + S(—1) puis S(—1).

e Intégrer terme a terme

1/2 da +o00  p1/2 1
Justifier que = x" dx et en déduire la somme _
ae [ 2= | )y

n=0

@ Racine régularisée

Soit fn(z) = 4/22 + J5 surR.

a. Montrer que f, est de classe C'! et calculer f}.
1

b. Montrer que 0 < fr(2) — || < —. En déduire la limite uniforme de (fy).
n

c. Cette limite est-elle dérivable en 0?7 Que dit-on de (f},) ?

Q Une intégrale qui s’échappe
Soit fn(z) = n?z e~ sur [0, 1].

a. Déterminer la limite simple.

1
b. Calculer/ fn(z) dz 3 Laide d’une primitive de  — n2ze " et sa limite.
0

c. Calculer || f||oo €t conclure sur Uuniformité.



G Une série trigonométrique de classe C1

Soit §(z) = »

n>1

sin(nx)
nd

a. Montrer que S est de classe C! sur R et donner S’
b. Calculer §'(0) (on admet > 1/n? = 7% /6).

c. Calculer S’(m) (utiliser lexercice sur 3 ™ /n?).

a Une somme qui explose en zéro

Soit S(x) = Z

n=>1

e—na:

pour z > 0.

a. Montrer la convergence normale sur [a,, —|—oo[ pour tout @ > 0, puis la continuité de S

sur |0, +o0|.

b. La convergence est-elle normale sur |0, +00] ?

1
et —1°

d. En déduire S(z) = —In(1 — e ) et calculer S(In 2).

c. Montrer que S est C! et que S'(z) = —

Q Weierstrass et les moments

1
Soit f continue sur [0, 1] telle que / f(¢) t* dt = 0 pour tout entier k > 0. Montrer que
0

F=0.



e Polynomes de Bernstein

Soit f(z) = |z — 3| sur[0,1] et B(f)(z) = zn: (Z)f(%)mk(l —z)"

k=0

a. Calculer By(f).
b. Déterminer || Ba(f) — f|| co-

c. Calculer By4(f)(3) et comparer avec f(

[

).

@ Approcher une racine par des polynomes
_ 2
On défiit fo = 0 t, pour @ € [0,1], fua(2) = fula) + Z T2
a. Calculer f1 et fo.

b. Montrer par récurrence que 0 < fr(z) < 4/ et que

VE — fri1(@) = (VE — ful2)) (1 _ M)

n 2
c. En déduire /z — f(z) < \/5(1 — %) ,puis |[v* — falloo < o
@ Une bosse d’aire qui disparait
Soit fn(z) = nz(1l — )™ sur [0,1].
a. Déterminer la limite simple.
b. Calculer || fr||co et sa limite.
1

1
. 1
c. Calculer on pourra utiliser que [, (1 — 2)"dx = et
/0 fu fonp que Jo z(1 - 2) m+)n<2)

conclure.
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