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22 exercices classés par difficulté (* facile, %% moyen, * %% difficile). Cherche

d’abord sans regarder le corrigé !

° Fonction qui se raidit
ne
1+nz

Pour £ > 0, on pose fp(z) =

a. Déterminer la limite simple f de (f) sur [0, +00].
b. La convergence est-elle uniforme sur [0, +00| ?

c. Montrer qu'elle lest sur [, +oo].
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o Exponentielle décroissante
Sur |0, +00[, on pose g, (z) = e ™.
a. Quelle est la limite simple ?

b. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur ]0, —|—oo[ (on pourra prendre

z, =1n2/n).

c. Sur [, +00[, & partir de quel rang a-t-on ||gn e < 107272

° Un rang explicite

Sur [0; 0,8], fr(x) = ™ Déterminer le plus petit entier N tel que, pourn > N,
| fa()| < 1073 pour tous les z de [0;0,8].

o Vrai ou faux ?

Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse, en justifiant.
a. Une suite de fonctions qui converge uniformément sur I converge simplement sur I.
b. La limite simple d’'une suite de fonctions continues est continue.

c.Si||fn — flloo = 0, alors fn(zo) = f(zo) pour tout zg € I.

o Un sinus qui s’étire

On pose hy(z) = sin(%).

a. Montrer que (hy,) converge uniformément vers 0 sur [0, 10].

b. Montrer qu’elle ne converge pas uniformément vers 0 sur R.



o Série de cosinus

cos(nz) |

Soit S(ZE) = ZnZl T

a. Montrer que la série converge normalement sur R et que S est continue.

, ol S est la somme partielle jusqu’a Uindice

b. Montrer que |S(z) — Sy (z)| <
N.

1
2N?2

c. Quel N garantit une erreur d’au plus 1073 ?

0 Série entiére sur le segment

. z"
Soit S(z) = > ps1 g Sur [—1,1].
a. Montrer que la convergence est normale sur [—1, 1].

b. En déduire que S est continue sur [—1, 1], puis calculer S(0) et encadrer S.

o Un pic qui s’amincit
ne

Sur R, fn($) = m

a. Déterminer la limite simple.
b. Calculer || fr||co €t conclure sur la convergence uniforme sur R.

c. Montrer la convergence uniforme sur [a, —|—oo[ pour touta > 0.



o Borne par étude de fonction
Sur [0,1], fo(z) = 2™(1 — ).

a. Etudier les variations de fj, et calculer || 7 || co-

b. Montrer que || fn]loco < ——. Concl
. Montrer que . Conclure.
n+1

c. Donner la valeur de || f3| 0o-

Q Dérivées qui divergent

sin(nx)

Soit fn(z) = sur R.

n
a. Montrer que (fn) converge uniformément vers 0.

b. Etudier la suite (f.(z))enz =0etenz = 7.

c. Quelle lecon en tirer sur le théoreme de dérivation ?

0 Intégrale qui ne passe pas a la limite
Sur [0,1], fu(z) = nz(1 — z2)™.
a. Montrer que (fn) converge simplement vers 0.
b. Calculer I,, = fol fn(z) dz (poser u = 1 — x?) et sa limite.

c. Que peut-on conclure sur la convergence uniforme ?



e Alternée non normale

—1)"
Soit §(z) = D ps1 % sur R.

a. La série converge-t-elle normalement sur R ?

b. Montrer qu’elle converge uniformément sur R (majorer le reste).

c. Que dire de la continuité de S ?

e Sommes partielles de Uexponentielle

o
Sur [0,1], Pu(z) = 3 50 77 < f(z) = e*.

a. Montrer que (P, ) converge uniformément vers f a laide du théoréme de Dini.

e
P'n (o o] S 7 N
| (n+1)!

b. Retrouver ce résultat avec une majoration explicite du reste || f —

(formule de Taylor-Lagrange).

e
c. Donner le plus petit n tel que ———— < 1074,
(n+1)!

Q Une intégrale de série

1/2
Justifier puis calculer / (Z m") dz en intégrant terme a terme, puis retrouver le
0 n>1

résultat avec la somme de la série géométrique.

° Somme d’une série de fractions

1
On pose S(z) = > ,5; ol R.

a. Montrer que la série converge normalement sur R ; en déduire que S est continue.
b. Montrer que S est paire et décroissante sur [0, +o0.

c. Calculer S(0) et en déduire un encadrement de S.



G Convergence par morceaux

mn

- 14+ 2n

Sur [0,2], fn()
a. Déterminer la limite simple f.

b. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 2].

c. Montrer qu’elle est uniforme sur [0, %] et sur [%, 2].

0 Une série dérivable

sin(nx) |

Soit S(z) = > 1 —
a. Montrer que S est définie et continue sur R.
b. Montrer que S est de classe C'! et donner S’(z) sous forme de série.

c. Calculer S'(0).

G Série sans convergence uniforme

Pourz > 0, up(z) = ze ™™, n > 1.

a. Caleuler ||ug||co- La série Y uy, converge-t-elle normalement sur [0, +o00] ?

b. Calculer la somme S() pour > 0, puis S(0).

c. Calculer le reste Rn(:n) et en déduire que la convergence n’est pas uniforme sur

[0, 400

d. Montrer qu'elle lest sur [a, +00] pour tout @ > 0.



e Bernstein a la main

Pour une fonction f sur [0, 1], Bn(f)(z) = Yo f(k/n)(3)z*(1 — =)~ *.
a. Calculer By(f) pour f(z) = x2 directement avec la formule.

z(l—x)

b. On admet B, (f)(z) = z% + pour f(z) = 2. Calculer | Br(f) — flloo-

c. Combien de degrés n suffisent pour une erreur d’au plus 0,01 ?

€) Moments nuts

1
Soit f continue sur [0, 1] telle que / f(¢) t* dt = 0 pour tout entier k > 0. Montrer que
0

F=0.

@ Les hypothéses de Dini

Montrer par des exemples que 'on ne peut supprimer aucune des hypothéses du théoreme

de Dini :

a. limite continue, suite monotone, mais intervalle non compact : f,(z) =

10,1];

1+ nx

b. compact, limite continue, mais suite non monotone : g, (z) = nze ™" sur [0,1] ;

c. compact, suite monotone, mais limite non continue : " sur [0, 1].



@ Une limite non dérivable

Pour z € R, on pose fyp(z) = y/22 + % (figure :m = 4).

1.64

x|
V(x2+ 1/n), n 5

~

1.2

-15 -1 -0.5 0.5 1 1.

a. Montrer que f, est C! et que (f,) converge uniformément sur R vers f(z) = |z|.

b. La limite est-elle dérivable ? Expliquer pourquoi le théoreme de dérivation ne

s’applique pas.
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