Suites et séries de fonctions : exercices corrigés de
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Le livre d’exercices corrigés de maths Maths Spé

Tout le programme en un seul PDF de 133 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Limites simples
i

— 0: la limite simple est la fonction nulle.

a. Pour x fixé,
n 4+

b. gn(z) = exp(nln(1 4+ z/n)) etln(1 + z/n) ~ x/n,doncnln(l + z/n) — x :la

limite simple est £ +> eZ.

c.Siz>0,e"™ —=0;siz=0,h,(0) =1. La limite est 0 sur 0, +o00[ et 1 en 0.

d. |[kn(z)| — 0 : limite nulle.
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o Norme uniforme a calculer

: 3
estmaximaleenz = 3 : || fnllco = il —0.La

Sur [0,3] 1 /a(@)] = —=

convergence est uniforme sur [0, 3].

Sur R, sup |fn| = 400 (la fonction est affine non nulle) : la convergence n'est pas uniforme

sur R, mais elle lest sur tout segment.

° Vrai ou faux ?

a. Faux : 2™ sur [0, 1] est continue, de limite simple discontinue en 1.
b. Vrai : si sup,, | fn(z) — f(z)| = 0, alors | fn(z) — f(2)| — 0 pour chaque .

c.Vrai: | Rylloo < D ,an [%n]lco: reste d’une série convergente, qui tend vers 0.

o Normale ou pas ?

. 1
a. ||upl|eo = — (atteinteen T = 0)et > —, converge : convergence normale sur R.
n n
. m 1
b. ||un|lec = — (atteinte en x = 2—) et ) . — diverge : pas de convergence normale
n n n
sur R.

° Une série géométrique

Sur [_%, %] |%n|loo = (%)" et E(%)" converge : la convergence est normale. La somme

1
vaut .
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o Combien de termes ?

Sur [0, 1], z™ est croissante : || |0 = (3)" =2

On veut 27" < 1073, soit 2” > 1000. Comme 22 = 512 et 210 = 1024, le plus petit entier
estn = 10.

° Intégrale et limite

1
1
/ z"dx = 1 — 0. La limite simple vaut Q sauf en 1 : son intégrale sur [0, 1] est (.
0 n
Les deux résultats coincident.

Remarque : la convergence n’est pas uniforme, donc le théoreme ne s’applique pas, mais

U'égalité reste vraie ici. Le théoreme donne une condition suffisante, pas nécessaire.

o Un supremum a étudier

n—w2

~ (n+z2)?’
est impaire, croissante sur [0, \/ﬁ] puis décroissante, de limite 0 en +o0.
Jnooo1
2n 2¢/n

Pour z fixé, f,(z) — 0. On dérive : f] (z) nulle en £ = £4/n. La fonction

— 0 : convergence uniforme sur R. Par exemple,

Donc || fnlleo = fn(v/n) =

pour n = 4, le maximum est %.

o Une bosse qui se rétrécit

1
a.Enz =0, f,(0) =0;pourxz >0, f(x) ~ — — 0. Limite : la fonction nulle.
ne

1 1
b. fa(1/n) = 151 = g Pour tout n. Donc || falleo = 7 : la convergence n'est pas

uniforme sur [0, +00][.

ne 1 1 o
c.Pourz > a,0 < frp(x) < 5y = < , indépendant de z et de limite 0 :
nlz nr = na

convergence uniforme sur [a, +00|.




Q Le produit x puissance n par 1 moins x

Limite simple: 0 (pourz < 1, 2™ — 0;en 1, fr(1) = 0).

fi(@) =z (n— (n+1)z), nulleen z,, = . Le maximum est

n \" 1 1
= < .
fn(@n) (n-l—l) n+1 n+1_>0

La convergence est donc uniforme sur [0, 1].

n
+1

0 Une limite qui casse

a.Si0 <z <1z"— 0donc fu(z) = 0:siz =1, fo(1) = 3. La limite est 0 sur
[0,1[et 3 en 1.
b. Les f, sont continues et f ne lest pas en 1 : la convergence ne peut pas étre uniforme

sur [0,1].

c.Sur [0, 2], 0 < fo(z) < 2™ < (3)™ — 0: convergence uniforme.

° Un cousin de la somme de Bale
1

a. ||unlloo = 5 série convergente : convergence normale, donc uniforme sur [—1,1].

Les U, étant continues, S est continue.

2
/9
1) ==
b.5(1) = %
. G Y 1 1 x*  x?
c. S(l) + S(_:) - 22: n22 2Em>1 (2m)2 5 . ? E Donc
™ Y9 /9
SC=%"% =1



e Intégrer terme a terme

Sur [0, %] |z"||co = 27™: la série géométrique converge normalement, donc

uniformément, vers

. Les £™ sont continues, donc on peut intégrer terme a terme sur

-
le segment.
12 dg 1/2 1/2 1
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° Racine régularisée

T
JET

1
> 0 et, comme fp(z) > —, cette quantité est
n

a.z? +1/n? > 0, donc fy est C* et fy(x) =

1/n?
fu(@) + ||

1
= —.Donc ||fn — |#|||cc < — — 0: limite uniforme x — |x|.
n n

b. fn(x) — || =
1/n?
S 1/n

C. |:13| n'est pas dérivable en 0 alors que les f,, sont Cl. Cest que (fr’l) ne converge pas

uniformément au voisinage de 0 : elle converge vers le signe de z (et vers 0 en 0), qui

est discontinu.



G Une intégrale qui s’échappe

a.En 0, f(0) = 0; pour z > 0, n2ze ™ — () par croissances comparées. Limite

simple : 0.
b. Une primitive est F(z) = —nze ™™ — e~™ (on vérifie :
F'(z) = —ne™ + n’ze™™ + ne ™ = n2ze ™). Donc

/lfn —F(1)—F(0) = —(n+1)e™+1 1.

n
c. fy@) = n?e (1~ na). nulle ena = 1/n: || falloo = Fa(1/n) = = = +oo.L2
convergence n'est pas uniforme ; et limffn =1#0= flim fr, ce qui confirme que

Uinterversion échoue sans uniformité.

Q Une série trigonométrique de classe C1

sin(nz 1
a. Chaque u,(z) = % est O, |[unlloo = = et||ul ]l = — (avec
, cos(nz) » -
u,,(z) = ——5 ). Les deux series convergent normalement sur R. Par le théoréme
n
cos(nz
de dérivation, S est C'l et §'(z) = Z #
n
n>1
0 S(0) =% =
. — n2 h— 6 .
_1\n
c.S'(m) =3 ( 2) = S§(—1) de lexercice « Un cousin de la somme de Béle », soit
n
2
™

12°



a Une somme qui explose en zéro

e—n.’c

a.Pourz > a,0<

< e ™ terme d’une série géométrique convergente :
n

convergence normale sur [a, +0o[. Tout point de |0, +00[ est dans un tel intervalle,

d’ou la continuité de S.

e —nr

1 n 1
b. sup,q T = . (limite en 0T) et E o diverge : pas de convergence normale sur

10, +oo|

c. Uy (x) = —e™™, avec ||u7, || oo, o, +00] < €7 : convergence normale sur [a, +00l.

e ” 1
Donc S est Cl et §'(z) = — e =-—— = :
e
d. La fonction ¢ — —In(1 — e™%) a pour dérivée By la méme que S : les deux
— e_
fonctions difféerent d’une constante. Quand z — +00, S(z) < ) e™ — O et

In(1 — e7*) — 0, donc la constante est nulle. Ainsi §(In2) = —In 3 =In2.

e Weierstrass et les moments
Etape 1. Par linéarité, fol f(¢t)P(t) dt = 0 pour tout polynéme P.

Etape 2. D’aprés Weierstrass, il existe une suite de polynémes (Pk) qui converge

uniformément vers f sur [0, 1].

Btape 3. | [y £2| = | [y £(f = Pi)| <[ flloo || f = Pilloo — 0. Donc [y £2 = 0.

Etape 4. f2 est continue, positive, d'intégrale nulle : f2 = 0 sur [0, 1], donc f = 0.



e Polynomes de Bernstein

a.f<o>=f(1)=%,f(%>=o:Bz<f>()—2<1—w>2+ la?—o?—a+ L

b.Sur [0, 3], f(z) = 3 —zet Bz(f)(a:) f(z) = 22 ; sur [, 1], par symétrie, lécart

est (1 — w) . Le maximum est Z’ atteinten ¢ = %

cAvecf(O): ():l f(l)zf(%)zi,f(%):o,enwzé
By=2-3-3%+2-4- 7 -5 =7+ 5 =2 Lécartavec f(5) =Oest

E < Z : Lapproximation s’améliore avec n.

@ Approcher une racine par des polynomes

2 2
x x zx—z°/4 x
@ =g h@ =gt =g
. . . w—f2
b. Lidentité vient de v/ — fni1 = VT — fn — —" ot
z—fa=We—fo)(Vo+ 1) SI0< fn <VELSL lefacteurl——ﬁ—i_fn est

_ £2
dans [0, 1] donc v/ — fpi1 = 0;deplus fpi1 = fn + 2 2f > fn >

c. Comme f, > 0, le facteurest < 1 — — s avec v/ — fo = /T, on obtient la

2

majoration. Posons t = v/ € [0,1] : (1 — t/2)® < te™™/2 < — (maximum de
en

te~™/2 ent = 2/n). La suite de polynémes ( f,) converge donc uniformément vers

Vv sur[0,1].



@ Une bosse d’aire qui disparait
a.EnQOetenl, f, =0;pourz €]0,1[, n(1l — )™ — 0 (croissances comparées). Limite

simple : 0.

b. fi(z) =n(l—z)" (1 - (n+1)z), nulleen z = n—ll—

n n+1
_n n _ n .
=2 (25) = (55)  —e™

n

C'/O fn = (n+1)(n+2

convergence ne soit pas uniforme (|| fn|lco — €71 # 0).

. Donc

1
) — 0= / lim f,. Linterversion est vraie ici, bien que la
0
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