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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Fonction qui se raidit

a)Pourz >0, fo(z)=1-—
f(z) =1siz > 0.

1+ nz — 1;pourz =0, f,(0) = 0. Donc f(0) =0 et

b) Les f, sont continues et f ne lest pas en 0 : la convergence n'est pas uniforme
(contraposée du théoreme de continuité).

1 1

P >1.0<1- = < —
o) Pourz > 3:0< 1= fula) l+nz — 1+n/2 n+2

, qui tend vers 0. Donc

2
|fn — flloo < ———= — 0: convergence uniforme sur [%, +o0.
n+ 2
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o Exponentielle décroissante

a) Pourz > 0,e ™™ — 0 : limite simple nulle.

b) Avec &, = In2/n, gn(z,) = e 22 = 1

ne tend pas vers 0 : ||gn /oo > % pas de

convergence uniforme.

c) La fonction g, est décroissante, donc ||gn||co = gn(%) = e ™% Onveute ™® <1072,
c’est-a-dire n > 5In 100 ~ 23,03. Rangn = 24 : e~ %8 ~ 0,0082 < 0,01, alors que

n = 23 donne e~*% ~ 0,0101 > 0,01.

° Un rang explicite

La fonction 2 — 2™ est croissante sur [0;0,8] : || fn]lo = 0,8™. On cherche 0,8 < 1073,
In10~*  —6,9078
In0,8  —0,2231

Réponse : N = 31 (0,831 ~ 9,9 x 10~* alors que 0,83 ~ 1,24 x 1073). Comme la suite

soitn > ~ 30,96.

0,8™ décroit, la condition reste vraie pour n > 31.

o Vrai ou faux ?

a) Vrai: |fn(x) — f(x)| < ||fn — flloo = 0 pour chaque .
b) Faux : fn(2) = 2™ sur [0, 1] est continue mais sa limite simple vaut O sur [0, 1[ et 1 en 1.

c) Vrai : c’est la méme propriété que a), avec r = x;.

o Un sinus qui s’étire
a) Pour z € [0,10], |sin(z/n)| < z/n < 10/n (car [sint| < |¢|). Donc
|hnlloo < 10/n — 0.

b) Pour &, = n/2, hy(z,) = sin(7/2) = 1. Ainsi ||hy||co,g = 1 pour tout 1 : pas de

convergence uniforme sur R, bien que la limite simple soit nulle.



o Série de cosinus

a) |cos(nz)/n3| < 1/n3, terme général d’une série convergente : convergence normale

(critére de Weierstrass). Les termes sont continus, donc S lest.

1 o odt 1

b) |S($)_SN(:E)|SZI¢>NFS N 3 T N2

(comparaison série-intégrale,

t — t~3 décroissante).

N3 < 1073, soit N2 > 500. Comme 222 = 484 < 500 < 529 = 232, on

prend N = 23.

c) On veut

° Série entiére sur le segment
a) ||"/n®||o0,—1,1] = 1/n® et > 1/n? converge : convergence normale.

b) Chaque terme est continu et la convergence est uniforme : § est continue sur [—1, 1]. On
a S(0) = 0 (tous les termes sont nuls) et | S(z)| < 3. 1/n? = 72/6 ~ 1,645. On sait
méme que S(1) = w%/6 et S(—1) = —72/12 =~ —0,822.

o Un pic qui s’amincit
a) Pourz # 0, f,(x) ~ % — 0; f,(0) = 0. Limite nulle.

t 1
< — (car 1 +t2 > 2|t]), avec égalité pour t = 1,
el i) galité p
cest-a-dire & = 1/n. Donc || fz]lc = % ne tend pas vers 0 : pas de convergence uniforme

sur R (ni sur [0, 1]).

b) Posons t = nx : f,(x) =

ne 1 1
c)Pourz > a:0< fn(w) < 55 = < — 0 : convergence uniforme sur
n4c ne na

[a, +o0.



o Borne par étude de fonction

a) fr(x) = nz" ! — (n+1)z" = z" 1 (n — (n+ 1):1:) La dérivée est positive sur

n
1
[O,nLH] puis négative : maximum en & = nj—l et || falloo = (nil) n+1

n
1
b) Comme 1, (L) < 1donc ||fa)loo < ——= — 0: convergence

n
11 <"\ nr1 St

uniforme vers O.

3\ 1 27
A | f3llo = (Z) "1 = o5g ~ 01055

Q Dérivées qui divergent
a) || fallo <1/n— 0.

b) f}(z) = cos(nz).Enz =0:f,(0) =1 — 1.Enz =7: f,(7) = (—1)" diverge. Les

dérivées ne convergent donc pas simplement vers la dérivée 0 de la limite.

c) La convergence uniforme des f, ne suffit pas pour dériver : il faut celle de (f;). Ici (f})

ne converge méme pas simplement.

0 Intégrale qui ne passe pas a la limite

a)Pourz =0ouz =1 fo(z) =0.Pour0 <z <1,0<1—22<1letng™— 0avec
gq=1-— x? (croissance comparée). Limite nulle.

n

b) AVGCU=1—$2,d’U,:—2$d$IIn: %folundu: m —

1
5
c) La limite des intégrales (%) differe de lUintégrale de la limite (0). Comme les f,, sont

continues sur un segment, le théoreme d’intégration serait contredit si la convergence était

uniforme : elle ne lest pas.



e Alternée non normale
1

a) ||un||o = sup, ——— = — (en = 0) ; la série harmonique diverge : pas de
n+x? n

convergence normale.

b) Pour chaque , la suite 1/(n + x2) décroit vers 0 : le critére des séries alternées donne la

1 1
< .D R < — —=0:
n+1+z2  n+1 onc || Bnfloo < n-+1

convergence et |R,(z)| <

convergence uniforme.

c) Les termes sont continus et la convergence est uniforme : S est continue surR. La

convergence uniforme n’est donc pas équivalente a la convergence normale.

e Sommes partielles de Uexponentielle

mn+1
a) Les P, sont continues ; pour £ > 0, P,11(z) — P,(x) = m > 0 : suite
n !
croissante. La limite simple e® est continue et [0, 1] est un segment : Dini donne la
convergence uniforme.

ecwn+1

(n+1)!

b) Taylor-Lagrange & lordre nen 0: e* — P, (z) = pour un ¢ € [0, z], donc

e
0<e®—Pyz) < ——
(n+1)!
c)e/6! ~3,8x107% e/T' ~ 5,4 x 107 /8! =~ 6,7 x 107> < 107 Le plus petit n est
doncn+1=8,soitn = 7.

sur [0, 1].

° Une intégrale de série

Sur [0, 3], [|z"]|cc = 27" : la série converge normalement, donc uniformément ; les termes

sont continus sur un segment, on peut intégrer terme a terme.

1/2 (1/2n+1
z"dr = =
T 1

Directement, " = = — 1, d’ou
2”21 1—x 11—z

120 1 1/2 1
/O (1 —1)da:=[—1n(1—a:)—a:]0 =In2— 3 ~0,1931

— X




e Somme d’une série de fractions

a) 0 < ——— < — : Weierstrass donne la convergence normale. Les termes sont
n?+x2 — n?

continus, donc S est continue.

b) Chaque terme est pair, donc S aussi. Chaque terme est décroissant sur [O, —|—oo[, donc S

aussi (somme de fonctions décroissantes).

) S(0) =" 1/n% = 72/6 ~ 1,645. Par b), 0 < S(x) < 72/6 pour tout réel .

0 convergence par morceaux
a)Si0<z<1z"—0donc fo(z) 2 0.Siz =1, fp(l) = 3.Siz>1z" - +ooet

fu(z) =1

—1

142z
b) Les f, sont continues et f présente un saut en 1 : la convergence n'est pas uniforme sur

0,2].

Jsur[0,2]:0< f, <a" < (3)" —0.5ur[3,2]:

1 1
0<1— fp(z) = T < T+ G/2)" < (%)” — 0. Les deux convergences sont

uniformes.

0 Une série dérivable

a) |sin(nz)/n3| < 1/n3: convergence normale sur R, donc S est définie et continue.

cos(nx
b) Les termes up,(z) = sin(nz)/n3 sont C! et u! (z) = % avec |ul| < 1/n?:
> u!, converge normalement, donc uniformément, sur R. Comme  u,, converge
cos(nx)

simplement, le théoréme de dérivation donne § € Clet S'(z) =", o4 >
= n

1 w2

A 8(0) =Xon2175 = 5



° Série sans convergence uniforme

1
a) u,(z) = e7™(1 — nzx) : maximum en & = 1/n, donc ||uy||cc = —. La série Y, —
ne ne
diverge : pas de convergence normale.
T . _ ze T
b) Pour z > 0, série géométrique de raison e~ : S(z) = = . Pour z = 0,
l—e* et —1
tous les termes sont nuls: S’(O) =0.
—(n+1)z
— —kz _ Z€ — z —nz +
o) Rp(x) =D fo, we™ ™ = T os —or 1€ pourz > 0. Quandz — 07,

- —lete™™ — 1: Ry(xz) — 1. Donc ||Ry||lco = 1 (autrement dit S est
e —_—

discontinue en O, alors que les u,, sont continues) : pas de convergence uniforme sur

[0, +-00].

r
d) Comme e® —1 >z, ona T < Let,pourz >a, 0 < Ry(z) <e ™™ <e™ —0:

e* —
convergence uniforme sur [a, +00|.

e Bernstein a la main

a) By(f)(z) =0-(1—2z)+ ;- 2z(1—2z)+1-2% = "”(12—"’)
correspond a la formule pourn = 2.

) Balf)(2) — f(w) = 222
1

1Ba(f) — flloo = 5

1
c) n < 0,01 <= n > 25. Il suffit donc de n = 25.
n

+ 22, ce qui

.Le maximum de z(1 — ) sur [0,1] vaut L enz = 1 :
n



€ Moments nuts

Par linéarité, fol f(t)P(t) dt = 0 pour tout polynéme P. Par le théoréme de Weierstrass, il
existe des polynémes P, avec || P, — fl||cc — 0. Alors

[ [ rurs [ or= [0 p. done [ <islats P

4 >

Ainsi fol f2? = 0. Comme f2 est continue et positive, elle est nulle sur [0, 1] (sinon son

intégrale serait strictement positive), donc f = 0.

Q Les hypothéses de Dini

a) Pour & > 0, fn () { 0 (limite continue). Mais || fn||co = SUP,e0,1) =1 (borne

1+nz
approchée quand £ — 07) : pas de convergence uniforme.

b) La limite simple est 0, [0, 1] est compact, mais g,(1/n) = 1/e pour toutn :
|gnlloc > 1/e. La suite n’est pas monotone : en z = 1, g; = 0,303, g = 0,368,
g3 = 0,335 (crofit puis décroit).

c) La suite ™ décroit en m pour chaque £ € [0, 1], mais la limite est discontinueen 1: la

convergence n'est pas uniforme.

@ Une limite non dérivable

a) 2 + % > 0, donc f,, est C'' comme composée. Pour tout  :

0< fo(z) — |z| = L/n < A (car fn(x) > 4/1/n). Donc
n

fal@) +lzl = \/T/n  n
1 fr = |z|llc <1/4/n— 0.

b) La limite |:z:| n'est pas dérivable en O (limite uniforme de fonctions C' sans étre Cl). Cela

T
ne contredit pas le théoréme : f (x) = ————— converge simplement vers sgn(z),

discontinue, donc la convergence des dérivées n'est pas uniforme (une limite uniforme de

fonctions continues serait continue).
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