Suites et séries de fonctions : corrigé du controle de
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Corrigé du contrdle avec le bareme détaillé. Compte tes points et repere ce qu’il

faut revoir.

Durée conseillée : 45 minutes. Baréme sur 20 points. Calculatrice autorisée seulement

quand l'énoncé le précise.

0 Sup d’une gaussienne tordue
a) Pour ¢ # 0, e ™ = 0; pour z = 0, f,(0) = 0. Limite nulle. (1 pt)

b) f1(z) = e ™" (1 — 2nz?) sannule en £ = 1/4/2n : positive avant, négative apres,
~1/2

e /2 Par imparité, | fnlloo = € (2 pts)

2n 2n

maximum sur [0, 400 égal a

c) |[falloo = 0: la convergence est uniforme sur R. (1 pt)
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o Une singularité en zéro
a) h(0) = 1et h(xz) = 0 pourz €]0,1]. (1 pt)
b) Les h,, sont continues et h est discontinue en O : pas de convergence uniforme sur [O, 1].
(1 pt)

¢) Sur [55, 1], hy, est décroissante, donc

1 10
B — Blloo = Bn(=) = =
1B = Rl = Pn(+5) 1+n/10 10+n

— 0 : convergence uniforme. (1 pt)

o Série de cosinus et intégrale
1 1

cos(nz)
= < — : convergence normale (Weierstrass). Les termes étant
n?+1 n2+1 " n?

continus, S est continue. (2 pts)

b) La convergence est uniforme et les termes sont continus sur le segment [0, 71-] :on integre

™ cos m:) sin(nm)
terme a terme (1 pt). ——dx =

1 T = m = 0 pour toutn > 1, donc fOﬂSZ 0.
(1pt)

o Série exponentielle et intégrale
a) [|2™/n!||co,0,1] = 1/l et Y 1/nl converge (comparaison avec une série géométrique, ou
regle de d’Alembert). (1 pt)

b) Intégration terme a terme autorisée (convergence uniforme, termes continus) :

T 1 fl?
/ da;_Z/ —da;—n>0m X:F(lpt)Orf0 dx =e — 1, donc

n>0 k>1

Y1 o =€e— 1~ 1,718 (1pt)



o Dérivation et sinus rapides

cos(nx)

a) |lan]|o < 1/n% — 0etal(z) = donc ||al||cc < 1/m — 0. Le théoréme de

dérivation s'applique : la limite 0 est C! et 0’ = lim a!, = 0, cohérent. (1,5 pt)

b) [|br|leo < 1/4/n — 0, mais bl (z) = v/ncos(nz) et b!,(0) = /n — +o0. La
convergence uniforme de (b, ) n'entraine pas la convergence de (b)) : il faut Uhypothése sur

les dérivées. (1,5 pt)

o Vrai ou faux argumenté
. 1
a) Vrai: UO (fn — f)‘ < ||fr = flloo = 0. (1 pt)
b) Faux : "™ sur [O, 1] a pour limite simple une fonction discontinue en 1. (1 pt)

c) Faux : ||&" /1|0 [—1,1] = 1/7 et la série harmonique diverge, donc pas de convergence

normale (la série diverge d’ailleurs en x = 1). (1 pt)
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6 questions au hasard, correction tout de suite.
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