Suites réelles et complexes : exercices corrigés de
maths Maths Sup a télécharger en PDF

Le livre d’exercices corrigés de maths Maths Sup

Tout le programme en un seul PDF de 134 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Un rang a partir duquel c’est proche

dn—3-4(n+5)  —23
a. Un - 4 — — .
n+95 n+95
3
b. Donc |u, — 4| = =z qui tend vers 0 : u, — 4.
23

C < 0,01 < n+5>2300 < n > 2295. Pour n = 2295, on obtient

‘n+5

exactement 0,01, qui n’est pas strictement inférieur. Le plus petit rang est donc

N = 2296.
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o Quatre limites a calculer

5—1 2/n?
a. On factorise n? : anp = /n + /n
2+ 3/n?

L0
5
3
_>
vn+3+4/n

1
c len| = wri — 0, donccp, — 0.

0.

b. Par quantité conjuguée, b,, =

d.d, =n3(1 —4/n) avecn® — +ooetl —4/n = 1:d, — +o0.

o Vrai ou faux ?

a. Faux : ((—1)™) est bornée par 1 mais diverge.

b. Vrai : si u, — £, & partir d'un rang N on a |up| < |€| + 1; il reste un nombre fini de

termes, donc le maximum de |ug|, . . ., |un—_1],|£| + 1 borne la suite.

c. Vrai : si |v,| < M, alors [upvy,| < M|u,| — 0; on conclut par encadrement.

d.Faux:u, =1— est croissante mais converge vers 1.

n —+

° Encadrer pour conclure

a. Comme [sinn| < 1,ona|p,| < , qui tend vers 0. Donc p, — 0.

1
n?+1
1 1
b.Ona—1<(—-1)" <1,donc2 — — < g, <2+ —. Les deux bornes tendent vers 2
n n

: @n — 2 (thdoréme d’encadrement).



o Monotonie et convergence
3(n+1) 3n ,(r+1)(n+2)—n(n+3)

B 6

0.3 — u, = 3n+6—3n _ 6

> 0.
n-+ 2 n+ 2

c. La suite est croissante et majorée par 3 : elle converge. Comme

6
3—u, = —— — 0, sa limite est 3.
n+2

o Une suite qui explose

a.uy = 11, Ug = 29, Uug = 83, Uyg = 245,

C (m+2)(n+3

b. £ = 3¢ — 4 donne £ = 2. La suite v, = u,, — 2 vérifie v, 1 = 3v, etvy = 3, donc

Up =2+ 3 x 3" =2+ 3™ Controle : uy = 2 + 243 = 245.

c. Comme 3" — +00, u,, — 400 (ici |a] =3 > 1etug # 4).

° Une suite complexe simple

—1)»
a.Rezn:M —2etlmz, = (=1) — 0.
n+2 n

b. Les parties réelle et imaginaire convergent: z,, — 2 + 01 = 2.

2n+1—-2n—4 —-1)" -3 -1)"
C.2p—2= + +( ) 1= —|—( ) 1, donc
n + 2 n n+2 n
9 9 1 ,
|zn, — 2|* = ———% + —, quitend vers 0: on retrouve 2z, — 2.

(n+2)2  n?



o Tendre vers Uinfini par comparaison

a.Commecosn > —1,onau, >n—5 0rn—5 — 400, donc u, — +00 par

minoration.

2\" 2\" 2 2\" 1
b.'vn=3n(1—(§) ).PournZl, (g) Sg,doncl—(g) det

Uy > 371 5 +00. Donc v, — +00.

o Une somme prise en sandwich

< k < k
n24+n " n2+k " n241

aPourl<k<nn®+1<n?+k<n?2+n, dou

&L 1 1 1
b. On somme, avec Z k= n(n + ) : n(z—i_ ) <S5, < w Le membre
et 2 2(n? +n) 2(n?+1)
1+1/n 1

de gauche vaut exactement 5 ; celui de droite vaut — X — —. Par

2" 1+1/n2 2

encadrement, S, — —.

2

0 Suites adjacentes par alternance

1 1

— , et
2n+1, 2n—|—21>0 ©

a.Ap41 — Ay = S2'n,+2 — Son =

0.

bpt1 — b, =S - S =—
n+1 n 2n+3 2n+1 o + 2 + M+ 3 <

1
2n+1

b. by, — an = Sont1 — Son = — 0.

c. Les suites (ay,) et (by,) sont adjacentes, donc convergent vers une méme limite £, et

anp <€ <b, Aveca; = Sy = % etby = S3 = % on obtient 0,6 < £ < 0,84. La

suite (Sn) converge donc vers £ (ses sous-suites paire et impaire ont la méme limite).



0 Un point fixe parmi deux

a.z? — bz + 6 = 0, soit (z — 2)(z — 3) = 0: les points fixes sont 2 et 3.

2
z°+6
b.ug = 1 convient. Sil < u, < 2, comme x — est croissante sur [0, 400,
446
g SUn+1 < T = 2,donc1 S’U;n+]_ < 2.

ul —5up+6  (un —2)(un — 3)
5 B 5

uy, — 3 < 0. La suite est croissante et majorée par 2 : elle converge vers un point fixe

C.Uptl — Up = >0caru, —2<0et

£ € [1,2]. Seul 2 convient : up, — 2.

Q Equivalents usuels

2 3 2 . , . . ’I’L2 1
a.a,=n“|14+ — — — )] ~n” Le quotient est équivalenta — = —, donc sa
n  n2 2n2
limite est —.
2
b.vn+4— \/ﬁ = 4 Le rapport avec 2 vaut
vVn+4+4n NZD
2\/5 _ 2 1
Vntd+yn  J1+4/n+1
) 3 . 3 -
c.sin — ~ —, doncnsin — ~ 3 et la limite est 3.
n n n

@ Une suite arithmético-géométrique et sa précision
1 1
a.l= ZK + 3 donne £ = 4. Avecv,, = u, — 4, v9g = —8etv,11 = 70 d’ou
1 n
un=4—8(z) .Contréle:u1 =—-14+3=2=4—2.

1 n
b. (Z) — 0, doncu,, — 4.

c |lup, — 4| = 4% <1073 <= 4™ > 8000. Comme 45 = 4096 et 47 = 16384, le

premier rang estn = 7.



@ Une suite complexe qui spirale

a.21 = 1—;7: X 2+1=2+41. Puis
2o = (1+i)2(2+i)+1=%+1=5+%i.
b. £ = 1_1% = 132, = 2(1;?:) =141
C.zpy1 — L = 1_2'_i(zn—€),et 1—2|_i =§. Par récurrence,

n
2 2
|z, — 4| = (g) |1 — i|. Comme g < 1, cette quantité tend vers 0 :

2Zn — 1 4 %, ce que montre la spirale de la figure.

Q Somme des carrés et équivalent

n-2 3
an+1~mnet2n+ 1~ 2n, donc par produit .S,, ~ % = %
S, 1 Sn 1 S, 1
b.FNg,donCﬁﬁg.PUISFN—n—)().

e Deux sous-suites, une divergence

1

1 1
: =1+ _——>1let =—11 — —L
b. uop + o et Uop41 ( + 2n—|—1)

c. Deux sous-suites ont des limites différentes : (u,,) diverge. Cela ne contredit pas
Bolzano-Weierstrass, qui garantit seulement qu’une sous-suite converge : par

exemple (42 ), qui converge vers 1.



a Une récurrence décroissante
1 2 3 5

a.u; = 3" Ug = g,'u,g, = 5 Uy = 3 Uy = 3 (quotients de termes consécutifs de la

suite de Fibonacci).

1
b. La fonction f(z) = T2 est décroissante sur Ry et f ([3,1]) = [3, 2] C [3,1].
Comme ug = 1 appartient a Uintervalle, tous les termes y restent.
1 1 £—u
cOnal=—d — L= — = = A
natT g Conclnn T+un 1+ (Itu)(1+8) o

1
Up > 3 etl+ £ > 1,6, le dénominateur dépasse 1,5 x 1,6 = 2,4 > 2, d’'ol

1
|upt1 — €| < §|un — £|. Par récurrence, |u, — £| < 2—n|u0 — £| — 0, donc

u, — £~ 0,618.

Q Limite par équivalents et logarithme
2

a. Comme — — 0, on compose l'équivalent usuel avec la suite £, = —
n

In(1+z,) ~ z,.

2\" 2 2 2
b.{l1+— ) =exp(nln{l1+—)).Ornln{1+4+ — ) ~n x — =2, donc cette
n n n n

quantité tend vers 2. Par continuité de Uexponentielle, la limite est e2.

1
cVvni4+n—n=

n 1
= — —.
vn2+n4n J/1+1/n+1 2

Q Une récurrence avec second membre variable
au=2—-04+1=3,u3=6—-14+1=6,u3=12—-2+1=11.

b.vpt1 =Upr1 —(n+1)=2u,—n+1—n—1=2u, — 2n=2(u, —n) = 2v,,

etvg = 1.

c. Up = 2", donc u, = 2" 4+ n. Contréle : u3 = 8 + 3 = 11. Comme n = 0(2")

(croissances comparées), u, ~ 2".



@ Deux moyennes qui se rejoignent
a.ay =3,b1 =5 a9 =+15~ 3,873, by = 4.
(Vbn — /@n)

2
b. Par récurrence, an, b, > 0. Pour toutn, by 1 — Gpy1 = 5 >0

(inégalité entre moyennes), et ag < by : donc a, < b, pour tout nn. Alors

ans1 = Vapby, > v/ nQp = an et bny1 = ) = 2 = by.
Vb~ Vi) _ (o~ a)(ba + Va) _ ba—a

C.bpt1 — Gpy1 = 5 5 5

. Donc

0<b,—a,< on — 0: les suites sont adjacentes. Leur limite £ vérifie ag < £ < by,

soit 3,87 < £ < 4.

6 Puissances d’'un nombre complexe

2 n
a.|vV3+i| =+/34+1=2 donc |zn| = (g) — 0. Par la caractérisation par le

module, z, — 0.

1+ ) ) )
b. 7 — ei™/4 donc w,, = e™/4. On obtient wg, = €%*™ =1 et
2
Wweryq = eXFTHT — 1 Deux sous-suites ont des limites différentes (1 et —1) : (wy,)

diverge, bien que |w,| = 1 soit bornée.
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