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Groupes, anneaux et corps : cours de maths Maths
Sup a télécharger en PDF

Le livre de cours de maths Maths Sup

Tout le programme en un seul PDF de 103 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Additionner des entiers, composer des fonctions, mélanger un jeu de cartes,
calculer modulo une horloge : ces situations semblent éloignées, et pourtant elles
obéissent aux mémes regles. L'algebre générale isole ces regles et leur donne un
nom : structure algébrique. Ce chapitre construit le vocabulaire des lois, des
groupes, des anneaux et des corps, présente le groupe des permutations, puis
rassemble les outils de calcul indispensables en premiére année : sommes,

produits et coefficients binomiaux.
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1. Lois de composition interne

o Loi de composition interne

Une loi de composition interne (LCI) sur un ensemble E est une application

*x: E x E — E, notée (x,y) — & x y. Le résultat reste dans E : on dit que E est
stable par la loi.

Une loi peut posséder des propriétés remarquables :

* associative : (¢ x y) x 2 = = * (y * 2) pour tous =, ¥, 2 ;
e commutative: & x Yy = Yy x T pour tous z, ¥y ;
e admettre un élément neutree: r xe = ex T = T pour tout x;

e un élément x est symétrisable s'il existe ' telque z x &' = 2’ xx = e; z’ est alors un

symétrique de x.

G Exemple : une loi inventée

Sur E =R\ {1}, on pose z xy = z + y — zy. Remarquons que
1—(z*y)=(1—-=z)(1-y)

Comme 1 — x et 1 — gy sont non nuls, leur produit est non nul: £ x y # 1, donc F est
stable. Pour l'associativité, 1 — ((z xy) x 2) = (1 — z)(1 — y)(1 — 2), expression
symétrique en x, ¥y, 2, donc identique pour & % (y * z) La loi est commutative,

T
lélément neutre est 0, et le symétrique de z est 2’ =

car2x2=4—-4=0.

: par exemple 2/ = 2,



Attention

La soustraction sur Z n’est pas associative : (5 —3) — 1 = 1 alors que
5 — (3 — 1) = 3. Une loi n'est pas toujours associative, ni commutative : la

composition de fonctions ne lest pas.

2. Groupes

0 Groupe

Un groupe est un couple (G, x) ol x est une LCl sur G associative, admettant un

élément neutre e, et pour laquelle tout élément posséde un symétrique. Si de plus %

est commutative, le groupe est dit abélien (ou commutatif).

Exemples de référence : (Z,+), (Q*, x), (R*, X), le groupe des racines n-iémes de Lunité
(Up, %), le groupe (Z/nZ,+) des classes modulo n, et le groupe des bijections d’'un ensemble
dans lui-méme, muni de la composition (non abélien dés que lensemble a trois éléments). En

revanche (N, 4) n'est pas un groupe (pas d'opposé) ni (Z, X ) (seuls 1 et —1 sont inversibles).

° Régles de calcul dans un groupe

Dans un groupe (G, %) : lélément neutre est unique ; le symétrique d'un élément est
unique, noté £ L (ou — en notation additive) ; (z* y)_:l =y Lxz!: toutélément

estrégulier:xxa=x*b=a=>b

La preuve de la regle sur (zc * y)_1 tient en une ligne:

1

(zxy)x (g ixz™) =zx(yxy ) xz7! =z x 271 = e Attention 3 Uordre des facteurs, il

s’'inverse.



0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

chaque ligne et chaque colonne contient 0, 1, 2, 3 une

La table ci-dessus est celle de (Z/4Z, —I—). Dans un groupe fini, chaque ligne et chaque colonne
contient tous les éléments exactement une fois : c’est la régularité en action. L'élément neutre 0

apparalt une fois par ligne, et deux éléments symétriques l'un de Uautre sont placés de facon

symétrique autour de la diagonale (icil+3 =0et2+2 = 0).

3. Sous-groupes

° Caractérisation des sous-groupes

Une partie H d’un groupe (G,*) est un sous-groupe si et seulement si : H contient e

;pourtous xz,y € H, x *y‘l € H. Un sous-groupe est alors lui-méme un groupe

pour la loi induite.




G Exemple : intersection et somme dans Z

Pour n € Z, nZ est un sous-groupe de (Z,+) : 0 € nZ et la différence de deux
multiples de n est un multiple de n.. Pour 47 et 67, Uintersection est 47, N 6Z. = 127
(multiples communs : ppcm = 12), et la somme 4Z + 6Z = 27 (pgcd = 2). En
revanche la réunion 4Z U 67Z n’est pas un sous-groupe : 4 + 6 = 10 n'appartient a

aucun des deux.

o Sous-groupes de 7

Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les nZ, avecn € N.

Preuve : si H # {O} il contient un entier strictement positif ; soit n le plus petit. Pour h € H, la
division euclidienne h = nqg+ r avec0 < r < ndonner = h —nq € H,doncr = 0 par

minimalité de n, et H = nZ.

Un élément & d’un groupe est d’ordre fini s'il existe m > 1 avec 2™ = e; le plus petit tel m est

lUordre de z. Dans Z/nZ, \a classe de k est d’ordre Dans un groupe fini, lordre d’un

n
pged(n, k)
sous-groupe divise celui du groupe (théoreme de Lagrange, admis ici), et Uordre de chaque

élément divise lordre du groupe.



4. Morphismes de groupes

o Morphisme

Une application f : (G,*) — (G’,-) est un morphisme de groupes si
f(zxy) = f(x) - f(y) pour tous z,y € G. Le noyau est
Ker f = {z € G| f(z) = €'}, limage estIm f = f(G). Un morphisme bijectif est

un isomorphisme.

° Propriétés

Un morphisme vérifie f(e) = e’ et f(z™) = f(x)~’. Son noyau est un sous-groupe
de G, son image un sous-groupe de G’, et f est injectif si et seulement si

Ker f = {e}.

Pour Uinjectivité : si f(z) = f(y), alors f(x xy™!) =€/, donczxy~! € Ker f = {e} etz = y.
Exemples classiques : lexponentielle exp : (R, +) — (R%, X) est un isomorphisme (de
réciproque In) ; la réduction modulo n, Z — Z/nZ, est un morphisme surjectif de noyau n#; le
déterminant det : (GL,(R), x) — (R*, X) en est un autre.

e Exemple : un morphisme calculé

L'application f : (Z,+) — (Z,+), n — Tn, est un morphisme car
7(a + b) = Ta + 7b. Son noyau est {0}, donc f est injectif ; son image est 7Z, donc f

n'est pas surjectif. En revanche g(n) = n + 1 n'est pas un morphisme car

g9(0) =1+#0.



5. Anneaux et corps

O v

Un anneau est un triplet (A4, +, X) tel que (A, +) est un groupe abélien, X est
associative, posséde un neutre 14, et est distributive sur +: a(b + ¢) = ab + ac et

(a + b)e = ac + be. Lanneau est commutatif si X lest.

Dans un anneau, 0 -z = 0 et (—1) - £ = —&. Mais le produit de deux éléments non nuls peut
étre nul : on parle alors de diviseurs de zéro. Un anneau commutatif sans diviseur de zéro (et

1 # 0) est dit intégre. L'ensemble A des éléments inversibles pour X est un groupe.

° Corps

Un corps est un anneau commutatif dans lequel 1 # 0 et ou tout élément non nul est

inversible.

Q. R et C sont des corps ; Z est un anneau intégre qui n'est pas un corps. Tout corps est intégre.

Les anneaux Z/nZ montrent la richesse du sujet.

° Inversibles de 7 /nZ

La classe de k est inversible dans Z/nZ si et seulement si pged(k,n) = 1. En

particulier Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.



G Exemple : Z/10Z n'est pas un corps

Dans Z/10Z,2 x 5 = 10 = 0: 2 et 5 sont des diviseurs de zéro, donc l'anneau n'est

pas integre. Les inversibles sont les classes premieres avec 10:1,3,7,9, avec
3xT7T=21=1et9x9=81=1.

0 Astuce de Zyro

Dans un corps, on peut simplifier par tout élément non nul. Dans un anneau qui a des
diviseurs de zéro, ab = ac n'entraine pas b = ¢ : méfie-toi des simplifications

automatiques !

6. Le groupe symétrique
Une permutation de {1, ces ,n} est une bijection de cet ensemble dans lui-méme. L'ensemble Sy,

des permutations, muni de la composition (o7)(z) = o(7(z)), est un groupe de cardinal n!, non

abélien dés que > 3. On écrit o en ligne par la liste (o(1),...,0(n)).

ONONONONO

N

OB ONMONONO,

Sur la figure, la fleche part du haut (z) vers le bas (a(a:)). Onsuitl -4 — 2 — 1 puis
3 — 5 — 3: ce sont les deux cycles de la permutation. On la note o = (1 4 2)(3 5).



o Décomposition en cycles

Toute permutation se décompose de facon unique, a Uordre prés, en produit de cycles
a supports disjoints, qui commutent entre eux. Un cycle de longueur k est d’ordre k, et
Uordre d’une permutation est le ppcm des longueurs de ses cycles. Un cycle de

longueur k s’écrit comme produit de k — 1 transpositions.

La signature e : S,, — {—1, 1} est Uunique morphisme de groupes qui vaut —1 sur chaque

transposition. Un cycle de longueur k a pour signature (—1)k_1. Le noyau de €, formé des

n!
permutations paires, est le groupe alterné A,,, de cardinal o> pourn > 2.

G Exemple : étude d’'une permutation de S5

Pour o = (1 4 2)(3 5), lordre est ppcm(3,2) = 6 et la signature vaut
(+1)(—1) = —1: g estimpaire. Calculons 62 : 1 — o(4) = 2,2 — o(1) = 4,
4+ 0(2) =1,et3— o(5) = 3,5 5. Ainsi 62 = (1 2 4), un 3-cycle, de signature

+1, ce qui confirme g(0?) = g(0)? = 1.

Méthode : étudier une permutation

1. Suivre limage de 1, puis de son image, jusqu’a revenir a 1 : premier cycle.
2. Recommencer avec le plus petit élément non encore rencontré.

3. Lire lordre (ppcm des longueurs) et la signature (produit des (—1)’“_1).



7. Sommes et produits

La notation Z ax = Qm + @mt1 + ¢+ - + @ comporte n — m + 1 termes ; Uindice k est muet.

k=m
n
De méme H ai désigne le produit des mémes termes, etn! = H k. La somme est linéaire :
k=m k=1

Y (Aar + b)) = AD_ ax + Y bx. Un changement d'indice j = k + 1 décale les bornes sans
changer la valeur.

o Sommes usuelles

= nn+1) & nn+1)(2n+1) & il gfit
Zkz—(2 );Zkzz ( )6( );qu: 7 pour g # 1.
k=1 k=1 k=0 -
n
Et la somme télescopique : Z('U,]H_]_ — Ug) = Upt+1 — U
k=m
G Exemple : télescopage d’un produit
Pourn > 2
12[( ) ﬁ(k—l)(k+1) 1-2-(n—1) 3-4--(n+1) 1
— — 2.3...n 2.3...n n
= 4 3 o 8 15 5
ourn=4:— X — X — = —.
"= 9716 8
Pour une somme double sur un rectangle, on peut intervertir : p —1 Z;l-_l aij = ;l-zl Ele aij.

Sur un domaine triangulaire, on écrit Y 51 ;cicp, @ij = D5y Zz 1 @i = D iy D i Gig,en
faisant attention aux nouvelles bornes. Enfin, (Z ) (Z b, ) > aibj.



8. Coefficients binomiaux

O Coefficient binomial

S =me=m

ensemble a 1 éléments.

PourOﬁkSn,(

. C'est le nombre de parties a k éléments d’un

° Propriétés
Symétrie : ™) = " Relation de P L: i + " — (™ 1
ymetrie : k = 'n,—k . relation de Fascat: k k—|—]_ = k—|—1 o

Formule du bindme de Newton : si @ et b commutent dans un anneau,

(@a+b)" = zn: (Z) a*onF.

k=0

O,
© O
CACAO,
OGO
OOO®OO
OJOJOJOROXOXO)

La relation de Pascal se lit sur le triangle : chaque nombre est la somme des deux voisins situés
au-dessus de lui. La ligne n donne les coefficients de (a, + b)". La condition de commutation est
essentielle : pour deux matrices qui ne commutent pas, (A + B)2 # A% 4+ 2AB + B? en général.



G Exemple : développer avec le bindme

(2z +3)* = (é) (2z)* + (‘11) (2z)% -3+ (;L) (2z)%-9 + (;1) (2z) - 27 + (i) .81

En choisissanta = b =1 on trouve Y 7 _, (Z) =2";aveca=1, b= —1,
-1
Sro(—1)* (Z) = 0 pourn > 1. Lidentité k(:) = 'n,(:; 1) permet des simplifications

utiles.

A retenir

Un groupe : LCl associative, neutre, tout élément symétrisable ; (& % y)_l =y lxz Ll

H est un sous-groupe de G sie € H etz xy~ ! € H pourtous z,y € H ; ceux de Z

sont les nZ.
Un morphisme envoie neutre sur neutre ; f est injectif si et seulement si Ker f = {e}.

Un anneau : (A, +) groupe abélien, X associative, distributive ; un corps : tout non nul

est inversible ; Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.

Sy, est de cardinal n! ; on décompose en cycles disjoints, lordre est le ppcm des

longueurs, la signature d’un k-cycle vaut (—1)*1,

Le bindme (a + b)" = ) (Z) a*b"* exige que a et b commutent ; Y, (Z’) = 2"
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