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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

1 Une loi sur les entiers ★★★

a.  : commutative. De plus

 et  :

associative.

b. On cherche  avec , soit , donc .

c. Le symétrique  vérifie , soit . Pour , on trouve  ;

vérification : . Enfin .
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2 Calculer modulo 7 ★★★

 ;  (car ) ; l’opposé de  est  car 

; l’inverse de  est  car .

Enfin  donc .

3 Groupe ou pas ? ★★★

 : non,  n’a pas d’opposé dans .  : non,  n’a pas d’inverse entier.  :

oui, la multiplication est associative,  est neutre et l’inverse de  est .  : oui, pour

la même raison.

 : non, la loi n’est pas associative, car .

4 Sous-groupe ou non ? ★★★

(a) Oui :  et la différence de deux multiples de  est un multiple de .

(b) Non :  mais son opposé .

(c) Non :  et  sont dedans, mais  n’est multiple ni de  ni de .

(d) Oui : , et , , ,

 sont dans .

5 Sommes et produits à la main ★★★

. .

. .

Enfin .



6 Coefficients binomiaux ★★★

 ;  ;  ;  par

symétrie ; .

Pascal : .

7 Développer avec le binôme ★★★

La ligne  du triangle de Pascal est  donc

.

Ligne  : , donc

.

8 Une loi sur les réels privés d’un point ★★★

a. .

b. Si , le produit  est non nul, donc  :  est stable.

La relation du (a) donne , symétrique

en  : la loi est associative. Elle est clairement commutative. Le neutre est  car

. Le symétrique  de  vérifie , donc ,

qui est bien dans  (car ).

c. Pour  :  ; vérification : . Ensuite

 donne , et  donc .



9 Intersection et somme de sous-groupes ★★★

Un entier est dans l’intersection s’il est multiple commun de  et , donc multiple de leur

ppcm  : .

La somme  est un sous-groupe de , donc de la forme  ; il contient

 et ses éléments sont tous multiples de  : c’est .

Enfin  et  sont dans la réunion, mais  n’est multiple ni de  ni de  : la

réunion n’est pas stable pour l’addition.

10 Est-ce un morphisme ? ★★★

 : morphisme. , .

 : un morphisme envoie neutre sur neutre, donc  n’en est pas un.

 : morphisme. , non réduit au

neutre, donc  n’est pas injectif ; .

11 Réduction modulo ★★★

 : c’est un morphisme.

Noyau : classes de  divisibles par , soit , de cardinal . Image :

toutes les classes de  (  sont atteintes), de cardinal .

Relation : . Le noyau n’est pas réduit à  : 

n’est pas injectif.

12 Ordres dans Z/12Z ★★★

L’ordre de  est . Pour  : , ordre  ( ). Pour  :

, ordre . Pour  : , ordre . Pour  : , ordre .

Les éléments d’ordre  sont ceux premiers avec  : , soit  éléments.



13 Inversibles de Z/10Z ★★★

Les inversibles sont les classes premières avec  : . Inverses : , 

(car ), ,  (car ).

L’anneau n’est pas un corps :  n’est pas inversible, et même  avec  : ce

sont des diviseurs de zéro.

14 Somme et produit télescopiques ★★★

On a . Donc 

(somme télescopique). Pour  : .

Pour le produit, , donc .

15 Décomposer une permutation ★★★

a.  ; . Donc .

b. Signature : , la permutation est paire. Ordre : .

c.  :  sont fixes ; , , , ,

donc . Comme  et , on a

.
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16 Un groupe dont tous les éléments sont d’ordre 2 ★★★

Chaque élément est son propre symétrique : . Soit . Alors  est aussi

son propre symétrique : . Mais on sait que

. Donc  :  est abélien.

Exemple : , où  ; ou encore le produit  muni de l’addition

composante par composante.

17 L’anneau des a + b√2 ★★★

a.  appartient à l’ensemble. Si  et , alors

 et  sont encore de la

forme voulue : c’est un sous-anneau de .

b.  et , donc 

est inversible, d’inverse . De même .

c. .

d. Si , alors  et  (car  est irrationnel), donc .

Impossible :  n’est pas inversible dans .

18 Sommes de coefficients binomiaux ★★★

Avec  : . Avec  : . Avec  :

 (vérification pour  : ).

Pour  :

.

Donc . Pour  : .



19 Résoudre dans le corps Z/7Z ★★★

(a)  est premier, donc tout  est premier avec  :  est un corps. Inverses

: ,  ( ),  ( ), , ,  ( ).

(b) , donc . Vérification :

. Pour , on teste :  et  ; les carrés de

 valent . Solutions :  et .

(c)  a pour solutions  : trois solutions, car  est un diviseur de zéro ( )

et on ne peut pas simplifier par . Dans un corps, l’équation  avec  a une unique

solution.

20 Une identité de Vandermonde ★★★

Le coefficient de  dans  est . Dans le produit , on

obtient  pour , d’où le coefficient . Par symétrie ,

donc ce coefficient vaut  : l’identité est démontrée.

Pour  : .

21 Dénombrer dans S4 ★★★

Types possibles : identité ( ) ; transpositions ( ) ; 3-cycles ( ) ; 4-cycles (

) ; produits de deux transpositions disjointes ( ). Total : 

.

Signatures : identité , transposition , 3-cycle , 4-cycle , double transposition 

. Paires : , ce qui est bien le cardinal de .

Ordre  : les  transpositions et les  doubles transpositions, soit  éléments.



22 Une somme double ★★★

On remplace  par la somme de l’indication (on compte les entiers  inférieurs à la

fois à  et à ) et on intervertit les sommes :

.

Avec le changement d’indice , on obtient . Pour  :

, et .
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