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22 exercices classés par difficulté (* facile, %% moyen, * %% difficile). Cherche

d’abord sans regarder le corrigé !

° Un télescopage simple

On considére la série ) < ;
"=t n(n+2)
a. Vérifier que ; = l(l — 1 )
nn+2) 2\n n+2

b. Calculer la somme partielle Sy.

c. Conclure sur la nature et la somme de la série.
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o Sommes géométriques

Calculer, lorsque c’est possible : a) ano 3(%) . b) Zn22 (—%) : ) ano (%) .

e Divergence grossiére ou non ?

n .
2n+1°

Pour chaque série, peut-on conclure avec le seul terme général ? a) >

Z(l—i—%)n;C)Z%-

b)

o Séries de Riemann

1 1 1 1
Donner la naturede:a) Y, ——;b) Y Q)Y P DY 7099

nyvn vn

o Sommes exponentielles

- 1) d)2>2—

2"
Exprimer a laide dee:a) > ~o — 7 ; b) En>1 7 1O Dm0

° Vrai ou faux ?

Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse, avec une justification.
a. Si up, — 0, alors Y u,, converge.
b.Si Y |un| converge, alors Y u, converge.
c. Siuy, > 0et Y uy, converge, alors (uy,) est bornée.

d.Si ) u, et v, divergent, alors Y (uy + vy,) diverge.



° Utiliser un équivalent

n+1 3n—|—1
nd 42" BRI

Nature de:a) Y, ———

; C) Esm ;d) Y (1 — cos l)

o Télescopage avec des logarithmes
1Y .
a) Montrer que ZnZl In{1+ ;) diverge. b) Pour n > 2, calculer

Sy = 2522 In (1 — — | eten déduire la somme de la série.
n

o Absolue ou semi-convergence

(—=1)"n
n2+1

Etudier la convergence et la convergence absolue de : a) En>1

(=1)"
’I’I,2 ; b) ZnZl

Q Précision d’une somme alternée

(—1)"
20 2n +1
des séries alternées garantit que S approche la somme a moins de 0,005 pres ?

On admet que E converge. Quel est le plus petit entier IN pour lequel le critére

0 Comparaisons
2+ sinn ln n

Ftudier la nature de:a) 3 —z b) Z ; €) En>3



e Encadrer un reste

1 1
On pose Sp =D 5y 2 et Ry =) 1on w2

<R, <>

a. Montrer que
n+ n

b. Sachant que S1¢p = 1,54977, encadrer la somme de la série.

Voir la figure du cours : les rectangles se placent de la méme facon sous la courbe.

@ Produit de Cauchy et exponentielles

1 n n
a) Montrer que le produit de Cauchy de Z — et Z — a pour terme général w, = —. b)
n! n! n!
. 4"
En déduire ) - g
° Une somme avec un coefficient
n+1
Calculer ano T en utilisant un produit de Cauchy.
e Temps d’attente a un jeu
A une féte foraine, on gagne un lot avec une probabilité p= % a chaque tirage,

|

indépendamment. Soit IV le rang du premier succés. Ona P(N = n) = pq™ ! avecq = :

. Calculer lespérance E(N) = >~ ., npq™ L.



G Une série alternée piége
(=" (1"

Soit u,, = pournn > 2. Posons €, = )

vn+(-1)" vn

a. Montrer que u, = €, — — +
n

3

E’I’L
b. Montrer que E e converge absolument.
€n

c. Conclure sur Z Uyp. Pourquoi ne peut-on pas utiliseru,, ~ €, ?

G Séries de Bertrand

. N+1
a) Montrer que ——— diverge en comparant avec ——. b) Montrer que
) 1q 2in>2 nlnn 9 P ) tlnt ) .

D n>2 ——5— converge.
nln“n

Q Sommer des équivalents

1 1
a) Montrer que fo:l ———— ~ In N. b) Calculer exactement Ek>N k(kT eten

k+VEk . )

déduire un équivalentde Y, n 2z

e Un produit de Cauchy divergent
="

Soit u, = ———. La série ) u,, converge (critére des séries alternées). On forme son
vn+1

produit de Cauchy avec elle-méme.

1
a. Montrer que |wy,| = > 1, .
VE+1)(n—k+1)
2 1
b. Montrer que |wy| > %
n

c. Conclure. Quelle hypotheése du théoréme est en défaut ?



@ La constante d’Euler
1 1
Onposeu, = — —In (1 + —) pourmn > 1.
n n

1
a. Montrer que 0 < u,, < Py en utilisant z — %2 <Iln(1+z) < zsur0,1].
n

b. Calculer 27]:;1 u,, en fonction de H et conclure que Hy — In N converge vers une

constante .

c. Encadrer y grossierement avecu; = 1 —In 2 ~ 0,3069.
La figure ci-dessous montre les premiéres valeurs de H,, — Inn.
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Q Une série avec paramétre
Pour aréel, étudier la nature de ) 5, (\/n +1-— \/ﬁ)

a

@ Séries de Riemann alternées
(-1)"

Pour a € R, étudier la convergence et la convergence absolue de Zn>1 .
= n
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