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Le livre d’exercices corrigés de maths Maths Spé

Tout le programme en un seul PDF de 133 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Un télescopage simple
1(1 1 )_1.(n—|-2)—n_ 1

"2\n n+2 2 nn+2) nn+2)
b. Les termes se compensent de deux en deux :
1 1 1 1
Sv==(1+=- - .
N 2( T T NTI N+2>
1 3 3

c. Quand N — +o00, Sy — 2 . 2 = 1 La série converge et sa somme vaut 1
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o Sommes géométriques

1 R
1-2/5
. 1/9 19 1

b) g = —%, premier terme q2 = g isomme = P

1+1/3  4/3 12

5
a) g = 2 <1:somme=3 3-§=5.

c)qg= % > 1: la série diverge (grossiérement).

° Divergence grossiére ou non ?

n — — #£0:di i¢
— cdivergence grossiere.
m+1 2 gence g

b) (1 + %)n — e # 0 : divergence grossiére.

a)

c) # — 0 : on ne peut pas conclure ainsi. Par Riemann (@ = 2 > 1) la série converge.

o Séries de Riemann
a) ny/n = n%?2 q = % > 1: converge.
b)a = % < 1 :diverge.
c)a = 1,01 > 1: converge.

d) a =0,99 < 1:diverge.

o Sommes exponentielles
On utilise ) o z"/n! = e”.
a)x =2:e2

b)z = 3, sans letermen = 0 quivaut1:e3 — 1.

1
Qr=—-1l:el==.
e

d) x =1, onretire lestermes 1 et 1 pourn =0,1:e — 2.



° Vrai ou faux ?

a. Faux : up, = 1/n — 0 mais > 1/n diverge.
b. Vrai : la convergence absolue entraine la convergence.
c. Vrai : u, — 0, donc (uy,) converge, donc est bornée.

d. Faux : avec u, = 1 et v, = —1, les deux séries divergent mais Y (un, + v,) = >, 0

converge.

° Utiliser un équivalent

Ces termes sont positifs, on peut utiliser les équivalents.
a) ~ —= : converge.
n2

b) ~ — :diverge.
n

. 1
c) sinu ~ u donc ~ — :converge.
n
u? 1
d) 1 —cosu ~ — donc ~ 5 - converge.
2 2n

o Télescopage avec des logarithmes

a)ln(1+ 1) =In(n+ 1) —Inndonc Sy = In(N + 1) — 400 : la série diverge.

(n—1)(n+1)
3 , donc
n
n—1 n+41 (
=In

b)1— L =

SN =In Hg=2

.Quand N — 400,

N 2 2N

1 N—|—1) N+1
. . =In
n n

S’N—>ln% = —In2.



o Absolue ou semi-convergence

a) ‘ 1)n # série de Riemann convergente : convergence absolue, donc convergence.
o) Posons a — fln) avec f(#) = 2 Aors f(z) = S <0
osons = = avec ors _—
" n2 +1 1 (£24+1)2 —

pour > 1: (ay) décroit, et an, — 0. Le critére des séries alternées donne la convergence.
Mais n2 + 1 < 2n? donne ap, > 2— terme d’une série divergente : pas de convergence
n

absolue. La série est semi-convergente.

Q Précision d’une somme alternée

La suite a,, = est décroissante, de limite 0 : le critere s’applique et

2 1
n+1

< = —_—
|Rn| < ans1 IN 13

1
On veut INT3 < 0,005, soit 2N + 3 > 200, soit N > 98,5. Le plus petit entier
convenable est N = 99 (pour N = 98, la majoration vaut 1s1)_9 > 0,005).

a) 0 < ———— < — : converge par comparaison a Riemann.

Inn 1
n2 = n3/2

b) Onalnn < 4/n pourtoutn > 1, donc 0 <
Inn

1
c) Pourn > 3,Inn > 1 donc —— > — : diverge par comparaison avec la série
n n

. converge.

harmonique.



e Encadrer un reste

a. La fonction f(t) = 1/#? est positive, continue, décroissante. Donc

+00 +oo
ﬂSRWS ﬂ,soit ! SRnSl.

+1 t2 n + 1
1 1
b. Pourn = 10: I < Ryp< 10 et la somme vaut S19 + R1g. Donc
1
1,6406 < Ekzl 5] < 1,6498.

@ Produit de Cauchy et exponentielles

w131 e (13T 47
N =Xho g Ty~ ke B3 == o

b) Les deux séries convergent absolument (termes positifs). Le théoreme donne

4n
> n>0 — =€ e3 = e, ce qui est cohérent avec > x™/nl = e*.
= nl

@ Une somme avec un coefficient

n
Posons u, = v, = (%) , absolument convergentes. Alors

an =S (3)(1)" = (n+ ) (2)" A
2in20 ns—tl - (1 —11/3) - (%) - %

e Temps d’attente a un jeu

Le produit de Cauchy de Y}~ g™ par elle-méme donne, pour |g| < 1,

1
> onso(n+1)g" En décalant Uindice, 3,5, ng™™! =

C (1-9?%

= 5 25 = 5. Il faut en moyenne cing tirages

T -g?
1 1 1
P BN =P g T

pour gagner.



e Une série alternée piége

3 2 3
En 5 € (e—e*)(1+¢)+e £
a.Onau, = .Ore —e” + = = , et
" 14, 1+e¢ 1+e 1+¢
2 _ 1
€n—;.
3
b. len|? = n=32etl+e, = 1donc ~ n~3/2 : Riemann convergente.
1+¢,

c. Y €n converge (critére des séries alternées), >~ 1 diverge. Donc Y u, est la somme
d’une série convergente, d’une série divergente et d’'une série convergente : elle
diverge. L'équivalent u,, ~ €, est vrai mais ne dit rien, car les termes changent de

signe.

a Séries de Bertrand

a) f(t) = T St positive et décroissante sur [2, +00]. Donc
n
SN f(n) > f2N+1 f=Inln(N+1) —Inln2 — 400 : la série diverge.

1 1
b) g(t) = est positive et décroissante, de primitive ———. Pour n > 3,
2

tln“t nt

1 1
< [n N < (Ng= — < :
g(n) < ;1 g9.donc Y0 s9) < 3 9= 15 oW S

sont majorées, la série est positive : elle converge.

Les sommes partielles

° Sommer des équivalents

1 1
) ———— ~ —, termes positifs, Z % diverge : les sommes partielles sont équivalentes,
k+ \/El k

Ykeyvn ——=~Hyn.Orln(N+1) < Hy <1+InNdonne Hy ~InN.
“ k+VE
1 1 1 1 1 1

—. Comme

b) ————— = — .d E ~
kD) kBT ZEeN L) T NI N
1 1 11

N ——

2 N

a

et les séries convergent, les restes sont équivalents: ;.

k(k+1) k2



e Un produit de Cauchy divergent

a. UgUp_f = (_1)k(_1)n_k = (_1)" donc
" \/(k+1)(n—k1-|—1) VE+Dn—k+1)
wp, = (—1)" 3,

VE+Dn—k+1)
b. Par Uinégalité arithmético-géométrique,

VE+Dm—-k+1) < (k+1)+(n—k+1) _n+2

.Chacundesn + 1

2
termes est donc > .
n+ 2
2(n +1) | . )
C. |wn| > T — 2w, -» 0, le produit de Cauchy diverge grossierement. La
n

série Z U, est semi-convergente, non absolument convergente : 'hypothése de

convergence absolue est en défaut.

@ La constante d’Euler

;1 1 1 . 1
aAvecg==:—— — <Ihhn(l+— ) < —,dat0 < u, < —.
n n n 2n2

b. ZnN=1 In (14 1) =1In(V + 1) (télescopage), donc 27]2;1 u, = Hy —In(N +1).
La série E Uy, est positive et majorée par E 2_7112 : elle converge. Comme

In(N+1)—InN=In(1+ %) — 0, Hy — InN converge vers la méme somme
Y= ZnZl Un.

1 1 1
c.vy>up ~0,3069 ety < upg + 2 an2 ) <u+ 3 (car anz # < 1). Donc
0,30 < v < 0,81; la figure suggere y ~ 0,577.

Q Une série avec paramétre

1 1
Vnti-n= Vati+yn  2ym

puissance . : Uy ~ 2_0‘71,_0‘/2, terme positif.

. Pour a fixé, on peut élever 'équivalent a la

. \ . /s . . . a 9 A\ .
Par comparaison a Riemann, la série converge si et seulement si 0 > 1, cest-a-dire a > 2.



@ Séries de Riemann alternées

Casa>1:), # converge, donc convergence absolue.

Cas0 < a <1:a, =n"%décroit vers 0, donc la série converge (critére des séries

alternées) ; mais Zn_a diverge : semi-convergence.

Casa < 0:|u,| =n~® > 1, le terme général ne tend pas vers 0 : divergence grossiére.
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