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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Somme d’une série géométrique
3,53:1+%+%+% _ 27+182—’|7-12+8 _ %.

1 — qN—|-1

1-gq
donc Sy — 3: la série converge et sa somme vaut 3.

b. Pour g = % #1, Sy = =3 (1 — (E)N“)_ Comme |g| < 1, gV 50

3
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o Divergence grossiére ou pas ?

2n+1 2 ) T )
a. 3,05 7 3 # 0 : la série diverge grossiérement.

b. (—1)™ n'a pas de limite, donc ne tend pas vers 0 : divergence grossiére.

1 ) : o 1 1 tein A
C g 0 : on ne peut rien conclure par ce critere. Comme T~ la série diverge

par équivalence avec la série harmonique.

° Séries de Riemann

On compare lexposantaal.a =3 > 1: converge.a = % < 1:diverge.a = % >1:
converge. & = 0,99 < 1: diverge.
o Vrai ou faux ?
a. Faux:u, = % — 0 mais la série harmonique diverge.
b.Vrai:u, =S, — Sp—1 — 0.
c. Vrai : la convergence absolue entraine la convergence.
d. Faux : avec U, = l et vp, = —1, les deux séries divergent mais Y (un +v,) = >0
converge.
° Un équivalent simple
?;;12—:; ~ 3n—";2 = % terme positif d'une série de Riemann convergente (@ = 2) : la premiére

série converge.

2’;—j§ ~ 2—72‘ = % termes positifs, série harmonique divergente : la seconde série diverge.



o Rapport de d’Alembert

n Uu
Pour u,, = 5—, > 0, nil — 0 < 1:d’apres la regle de d’Alembert, la série
w Up, n—+1

converge.

Ce rapport est supérieur a 1 tantquen + 1 < 5, égal a 1 pour n = 4 et inférieur a 1 ensuite

: le maximum est atteint pourn =4 etn = 5, avecuy = ug = % ~ 26,04.

© Lo batte qui rebondit

La hauteur aprés le k-iéme rebond est by, = 2 X 0,6"’. Chaque rebond ajoute une montée et

une descente, soit 2hy. La distance totale vaut

D=2+2%,.,2x0,6F=2+4x 0,6 =2+4x15=8.

1-0,6
La balle parcourt 8 m au total.
o Un télescopage
1 __ 11 1
Ona srmy = 2 (% = wyz)- Done
N
Sy = %anl (% - n+r2) = %(1 + % - ﬁ - ﬁ) (les autres termes se

1
simplifient). Quand N — 00, Sy — % X % = %.

La série converge et sa somme vaut %.

o Comparaison

1

30 < s

< # série de Riemann convergente : la série converge.
b. Pourn > 3,Inn > 1, donc lnT" > % terme d’une série divergente : la série diverge.

c.0< ﬁ < ZL,, série géométrique convergente : la série converge.



Q Equivalents classiques

Quandz — 0,In(14+2z) ~z:In (1 + #) ~ # Les termes sont positifs et » #
converge : la premiere série converge.

; gin(-L) ~ L
Quandm—>0,s1nw~m.sm(ﬁ) Jn

Comme > % diverge, la seconde série diverge.

positif pour n > 1 (largument est dans ]0, 1]).

0 Régle de Cauchy

Pour la premiere, /U, = ﬁ — % < 1:elle converge.

Pour la seconde, /U, = (1 + %)n — e > 1:elle diverge (d’ailleurs u, — +00).

Q Convergence absolue
(="

a |53

= L . absolument convergente, donc convergente.

b. |°°Z%| < = : absolument convergente, donc convergente.

C. % décroft vers 0 : la série converge d’aprés le critére des séries alternées. Mais > %

diverge : la convergence n'est pas absolue (semi-convergence).

e Précision d’une somme alternée

Les a,, = Tlﬂ décroissent vers 0 : le critére des séries alternées s’applique et

|RN| < ans1 = 553
On veut 555 < 1072, s0it 2N + 3 > 1000, c'est-3-dire N > 499 (pour N = 498,
2N + 3 = 999 ne convient pas). Il suffit donc de prendre N = 499.



@ Produit de Cauchy de deux géométriques

Ici e, = Zk —0Z kgn—k = = (n+ 1)z™. Les séries ), ™ sont absolument convergentes (

2
|:1:| < 1) : le théoreme donne Enzo(n+ 1)93 — (ﬁ) _

1. n+l _ o2 __
Avecx = 5 :) o5 =2 =4

e Quand d’Alembert ne répond pas

2
Pour u,, = % UZZI = o7 — 1. Pouru, = # —u;':l = (—n:fl) — 1.

Les deux rapports tendent vers 1, or la premiére série diverge et la seconde converge :

lorsque la limite vaut 1, la régle de d’Alembert ne permet pas de conclure.

e Série @ paramétre
Un+1 (n + 1) n" _ a 2
Un _a(n—l—l)"+1 (41 /n)n e

Si\(ae\), elle est > 1 : divergence.

H _ Un+1 e . H H H
Sia=e, un . (FL/n)" > 1 pour tout n : la suite (un) est strictement croissante et

positive, donc ne tend pas vers 0 : divergence grossiere.

e Comparaison série-intégrale

Soit f(z) = = positive et décroissante sur [2, +oo[. Donc
Zn—2 f(n) > fNH =Inln(N +1) —Inln2 — +00: la premiére série diverge.

Soit g(z) = (]n 27 positive et décroissante, de primitive _ln_ Alors

Zn:2 g(n) < g(2) + f2 9=9(2)+ 25 — v < 9(2) + 5. Les sommes partielles
sont majorées, donc la seconde série converge.



° Un contre-exemple alterné

=" _ (=1)" Vr—y/n—(=1)" _ (=)™ 1

vn Vn(yn+(=1)") vn(yn+(=1)") Va(ynt+(=1)")
> 0w, ~ % donc Y wy, diverge. Comme ) %

(="
Jn

convergerait : contradiction. Donc Z u, diverge.

On réduit : uy, —

Notons w,, =

1
VAl (=1)7)

converge (séries alternées) et que u,, =

— Wy, Si Y, Uy convergeait alors Y wy,

Cela ne contredit rien : les termes n’ont pas un signe constant, et le théoreme d’équivalence

ne s’applique qu’aux séries de signe constant.

e Un produit de Cauchy divergent

en = Xhgkank = (~1)" Titp b (car (—1)H(=1)"* = (=1)")

2
Par Uinégalité arithmético-géométrique (k+1D)(n—-k+1)< (n+2 ) donc chaque terme

2
de la somme est > —%=. La somme comporte n + 1 termes : |¢,,| > 2("+1) > 1 car

+2
2n+2>n+ 2

Ainsi ¢, ne tend pas vers 0 : le produit de Cauchy diverge grossierement, bien que Z a,

converge. L'absolue convergence est indispensable.

@ Reste de la série de Riemann d’exposant 2

1 _ 1 1

1 1 1
Pourn > 2, D) < J7 S 1) On somme pourn > IN avec n(n+1) = & — g7 et
n(nl_l) = nll — % les sommes télescopent et valent N—+1 et . Donc

w1 <Bv< %

Pour garantir Ry < 1072, il suffit de N = 100. La valeur Sygg &~ 1,6350 approche alors la

somme a moins de 0,01 (la somme vaut %2 ~ 1,6449).



Le livre d’exercices corrigés de maths Licence L2

Tout le programme en un seul PDF de 128 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Entraine-toi : défi express de Licence
L2

Changer de niveau

Niveau : Licence L2

6 questions au hasard, correction tout de suite.

Eancer le défi

<" Zyro te conseille la suite

# Exercices de maths @ QCM de maths

Séries numériques : exercices de maths Séries numériques : QCM de maths
Licence L2 Licence L2


https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/series-numeriques-exercices-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/series-numeriques-qcm-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/series-numeriques-controle-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/series-entieres-exercices-licence-2/

> Controles de maths # Exercices de maths

Séries numériques : contréle de maths Séries entiéres : exercices de maths
Licence L2 Licence L2

# Exercices de maths @ QCM de maths

Topologie des espaces métriques et Séries entiéres : QCM de maths Licence
normés : exercices de maths Licence L2 L2

Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planetes du savoir et leurs applis.



https://planete-maths.eu/fr/series-numeriques-controle-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/series-entieres-exercices-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/topologie-metrique-exercices-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/series-entieres-qcm-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/sites-partenaires/

