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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Périodes et séries de Fourier

. , . ™
cos 2t a pour période T, donc 27 aussi (2m = 2 X 7). sin 3t a pour période 3 donc 27

) 2 f
aussi 2m =3 X ?). La somme est donc 27r-périodique.

t t
Pour g: g(t + 2m) = cos (E + 71') =—cos 5 = —g(t) # g(t) (par exempleent =0:
9(2m) = —1 # 1). g est 4m-périodique mais pas 2m-périodique.
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o Parité et coefficients nuls
f1 estimpaire : a,, = 0 pour tout n (seuls les by, interviennent).
fa : produit de deux fonctions impaires, donc paire : b,, = 0 pour tout n.

f3 n’est ni paire ni impaire. Mais fs3 =t + t2 est somme d’une fonction impaire et d'une

paire : les by, viennent de ¢, les a,, de t2, et aucun coefficient n’est nul en général.

o Polynome trigonométrique

Par unicité des coefficients d’un polyndme trigonométrique : ag = 6, a1 = 2, by = —4, tous

les autres sont nuls.

b i(—4
Ainsicg = % =3, ¢cy1 = % =letcyis = a2:|;Z 2 =F (2 ) — 1494 Soit ¢y = 2i
etc_p = —2i. Vérification : —4sin 2t = 2j 2% — 24 e~2.
o Un signal 0 - 1
1 1 .
ap = _f07f1dt= 1.Pourn > 1,a, = = [; cosntdt = sinnm _
1 g nw

1 1—-(-1)"
b= — [, sinntdt = 1-E=0"
T nmw

.DOth1=%,b2=0,b3=y.

o Parseval pour un polynome trigonométrique

Les coefficients sont ag = 6, a; = 2, by = —4. Parseval :

a? 4+ 16

1
+ Ty @) =9+

= 10 =19.
1 9+10 9




o Valeur de la somme en un point

™ T
f est ok par morceaux : Dirichlet s'applique. En —, f est continue : somme 5 Enm,

— 3
f(m7) =met f(n+) = —m: somme %(ﬂ-) =0.En 77r ona
f(?m) f( w) T diodicitd ™

— ) = f( — =) = ——= par périodicité : somme ——.
2 2 g PP 2

° Vrai ou faux ?

(a) Vrai : f(t) sinnt est impaire, son intégrale sur [—r, 7| est nulle.

(b) Faux : il existe des fonctions continues dont la série de Fourier diverge en un point ; il

faut une hypothese supplémentaire comme « Cc! par morceaux ».

(c) Vrai : par Bessel, 3" |¢,|? converge, donc ¢, — 0.

1
(d)Vrai:ag = — ff et lintégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique est
™

nulle.

o Fourier de la parabole

1 272
festpaire:b, =0.a9 = — ffﬂ t2dt = ——. Pourn > 1, deux intégrations par parties

4(-1)"

2
donnent a, = — fow t2 cosntdt =
T n

2 n
T -1
f est continue et C'! par morceaux, donct? = — +4 anl )

(-1 ) doncz( 1)n+ %

—2cosnt. Ent=0:
n

= +4
0 3+Z




° Période 2

f estimpaire, a,, = 0.

1 —-2(—-1)" 2(-
bn=2f01wsin(n7m:)dw=2[— M] —|—2f01 COSNTY iz = #4_0: 2(-
nmw 0 nmw nmw
1 1 1 2 1 1
Enz = 5,festcontinueetlasommevautE:5 = ;(1—0— §+O+E —---),on

™ .
retrouve 1 pour la somme de Leibniz.

Q Energie captée par S;

44 16, 1y 160 _
bl—;,b3—3—7r,doub1—|—b3—F(1+§)—WNI,SOI.

1 80
— f92 = 2. La proportion est on? ~ 0,901 : S3 capte environ 90 % de U'énergie du signal.
T e

Cela respecte Bessel (1,801 < 2) et Uerreur quadratique restante vaut 2 — 1,801 ~ 0,199.

a Moyenne de Cesaro de la rampe
Avecb; = 2,by = —1: Sy f(t) = 2sint — sin 2. Les coefficients de Fejér sont 1 — % ;

2 1 4 1
o2 f(t) = 3 2sint + §(_1) sin 2t = gsint — gsin2t.

4
Ent = g :Sef=2,0f = 3 alors que f(%) = % ~ 1,571. Les erreurs sont =~ 0,429

pour S et & 0,237 pour o2 : la moyenne de Cesaro est ici meilleure.

e Chaleur dans une barre

1
Chaque mode évolue en e ¥ avec k = 1 ‘u(z,t) = 3e 4 sinz + 5e 4 sin 4z.
Enx = g :sin% =1,sin27 = 0; donc u(g, 1) = 3e /4 ~ 2,336.

In 500

e < 0,01 < e % <0,002 < t> ~ 1,554.



e Leibniz par Dirichlet

fO)+f(07) 1+0
2 2

Ent = 0, les sinus sont nuls : la série vaut 2 ce qui est bien

cohérent avec Dirichlet.

2%k + 1 1 2 (=P
Ent = % f;st continue de valeur 1 et sin u =(-1)*:1= 5 + p > 2(k _|_)1 '
-1 T
it _T
ot 1 4

° Le noyau de Fejér F,

1 : .
Par la définition, F1(t) = 1 + (1 — E) (e® + e~™) =1 4 cost. Par la formule,

Fy(t) L ( sint )2 L (2cos £)2 =2cos? L =1+ cost:lesd i

= —\ —F——— = — > = 5 = . les deux expressions
: 2 \sin(t/2) ) 2 2 P
concordent.

1
1+ cost > 0; la moyenne o ffr(l + cost)dt = 1.
0

1
o1f(t) = (1 — 5) -2sint = sint.

© serie desing

2 4
f est paire, w-périodique : b, = 0.a9 = — fow sintdt = —. Pourn # 1,
T T

2 r . 1 rp , 171— (-1
an=;f0 s1ntcosntdt=;f0 [sm(n—l—l)t—sm(n—l)t]dt:g[ i
: o 2 oo :
Sin estimpair (# 1), ap = 0; a3 = — [ sintcostdt = 0.Sin = 2k,
s
2 ( 1 1 ) —4
Qg = — T
7w \2%k+1 2%—1/) n(akr—1)
2 2kt
Donc [sint| = P Zk>1 ZZS . (convergence normale). Ent = % coskr = (—1)*
2 (— 1)k - 1 7

:1————2

4k2—1



G Parseval et {(4)

1 .« 272 % 16 1 272 16 2
; f_ﬂ_ tzdt = T Parseval : 7 + F Enimpa.ir F = T, donc ? Z = ? et
1 wt
Znimpa.ir F - %
1 1 A 4
Soit Z = Enzl F. Les termes pairs valent E W = 16 donc Z = 3_6 + 16 et

B 16 «* wt

2=15"96 90"

a Hauteur du premier pic de Gibbs

4 _
(@) Shm1(t) = — S, cos((2k + 1)t). Or

2sint 31" cos((2k + 1)) = 3 [ sin((2k + 2)t) — sin(2kt)] = sin 2mt (somme

. : , 4 sin2mt 2 sin2mt
télescopique). Donc Sy, _; = — - —

m 2sint w sint
(b) La dérivée s’'annule d’abord en t = T % en passant de positive a négative : c'est
m
4 2 1 2 8v2
un maximum. 8'3(2) = — (£ + —- \/_) = V2 ~ 1,200, supérieur a 1,179 (la
4 T\ 2 3 2 3

valeur limite) et a 1 : le dépassement est déja La.

Q Corde vibrante

Ici ¢ = 2 et vitesse nulle : u(z, t) = 2 cos(4t) sin 2z + cos(6¢) sin 3.

T T
cos 4t a pour période B et cos 6t pour période 3 Leur plus petit multiple commun est 7 (

T 3 L
=2-—=3- E) . u est w-périodique en t.

2
2 3 1 2 2
u(%,%) =2005?Wsing+coswsin%=2- (—5) -1—%:—1—%%—1,’



e La majoration du noyau de Fejér

sin” (T 1 s
Ona Fy(s) = < Pour ST , |sin| est
(N +1)sin?£ = (N+1)sin® £ 27 2 7 2
s
croissante, donc sin? — > sin? DX d’ol la majoration annoncée.
T om 1 . .
Pour § = 3 : sin 1°-3 et Fgg(s) < W = 0,02. La partie de lintégrale hors de

1
[—9, 8] a une longueur < 27, donc — f5<|s|<ﬂ Fyy < o - 2m-0,02 = 0,02 : la masse

hors d’un voisinage de 0 devient negllgeable.

@ Convergence normale pour une fonction C!
(a) Par intégration par parties (périodicité) : c,(f') = inc,(f).
(b) Parseval pour f': Y n2le,(£)|12 = |IF']|2 < —|—oo Cauchy- Schwarz:

Srsolen] = S 7 ollnl < (S ) (Srlel?) 5

1 w2 w2
() Dt =3 donc ), len| <4/ 5 X 3 = m. La série de Fourier converge

normalement vers f.

6 Développement de cos(t/2)

f est paire donc b, = 0, continue C! par morceaux.

1 t
ap = — ffﬂ cos —dt [2 sin ]
—

1 t 1 + l sin(n — 1)x
a, = —f cos —cosntdt = —[ in(n + 3)m + ( 2) ] avec
R e S
sin(n + +)m = (—1)"etsin(n — )7 = (—1)"*. Donc
G 1y 4(-1)mH
T (n+1 B n—l) T w(4n? —1)°
2 2

r 2 4 _ (1)) 2

Ent:f:cos§1=0=?+¥z T 1 1 ———24{1’2 . . Donc

2

(on le vérifie par télescopage de —

4n2—1 2 2(2n—1_2n+1))'
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