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Une série entiére est un « polyndme de degré infini » : une somme ) a, 2™ dont
on étudie la convergence et dont on fait un objet de calcul. Ce chapitre fournit
Uoutil qui permet de calculer des sommes, de résoudre des équations

différentielles et de définir proprement lexponentielle complexe.
1. Séries entiéres et lemme d’Abel

o Série entiére

Soit (an)nzo une suite de nombres complexes. On appelle série entiére de
coefficients a,, la série de fonctions ano a,2" de lavariablez€ C(ouz € R

lorsqu’on se limite au cas réel).

Pour chaque valeur de z, on se demande si la série numérique Z a, 2" converge. Le résultat

fondamental est le suivant.
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o Lemme d’Abel

Si la suite (@y2z}) est bornée, alors pour tout complexe z tel que |z| < |2p|, la série

> a, 2" converge absolument.

n

z ’ ’ N s
Preuve. Soit M un majorant de |a,2g|. Alors |an2"| < M‘ —| . terme général d’une série
20

géométrique convergente puisque

< 1. Le théoréme de comparaison conclut.
20

Q Rayon de convergence
Le rayon de convergence de » a,, 2" est

R =sup{r >0 : (a,r™) est bornée } € [0;+o0].

2. Disque de convergence

o Disque de convergence
Si R est le rayon de convergence de Z a,z":

e si|z] < R, la série converge absolument ;

e si|z| > R, la série diverge grossiérement (le terme général ne tend pas vers 0) ;

e si |z| = R, aucune conclusion générale n'est possible.



divergence grossiére si |z| > R

convergence absolue
Izl <R
®

o)

Sur la droite réelle, le disque devient lintervalle de convergence | — R; R, dont les bornes se

traitent séparément.

v

2" 2"

Sur le cercle |2| = R, tout peut arriver. Les trois séries 3 2", > — et )| — ont toutes pour
n n

rayon 1 ; la premiere diverge en tout point du cercle, la deuxieme converge en z = —1 et diverge

en z = 1, la troisieme converge en tout point du cercle.

Calculer un rayon de convergence

an+1
an

1. Regle de d’Alembert. Si les a,, sont non nuls et si

R = % (avec 1/0 = +oo et 1/400 = 0).

— £ € [0;+00], alors

2. Comparaison. Si |a,| < |b,| alors R, > Ry ; si a, = O(by,), méme conclusion.

3. Séries lacunaires. Si certains coefficients sont nuls, on pose une nouvelle variable

(par exemple t = 22) pour revenir a une série sans trous.



Erreur classique

La regle de d’Alembert ne s’applique pas directement a E 22" : un coefficient sur
deux est nul et le quotient an+1/an n'existe pas. On pose t = 2% et on revient au

rayon en t.

G Exemple 1

n n a
Rayon de )| 3—nz". Ici @y, = o donc | —2+L

an

_ n+1

1
3 — 3 Ainsi R = 3.

G Exemple 2
2n

Rayon de ) z5_n Avect = 22, la série Y _(t/5)™ converge si et seulement si [t| < 5.

Donc la série converge pour |z|? < 5 et diverge pour |2|2 > 5: R = /5.

3. Opérations sur les séries entiéres

o Somme et produit
Soient ) | a,2" et > b, 2" de rayons R, et Ry,

e Somme: Y (a, + b,)z" aunrayon R > min(R,, Rp), avec égalité si R, # Rp.

e Produit de Cauchy : pour |2| < min(Rg, Rp), (O anz") (O bp2™) =D ¢ 2™ avec
Cn = D 1o @kbn—k- Le rayon du produit est au moins min(R,, Rp).



G Exemple 3

Avecan = b, =1,0onac, =Y 7 41 =n+ 1. Donc pour |z| < 1,

3 (n+ 1) = (1;)2: ﬁ

n=0
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La figure ci-dessus compare la fonction £ — a la somme partielle 1 + z + 2 + z3:

-
Uapproximation est excellente pres de O et se dégrade lorsque & approche de la borne 1 du rayon.

Y. Dérivation et intégration terme a terme

o Dérivation et intégration

Soit f(z) = 3,0 @n®™ de rayon R > 0. La série dérivée Y na,z™ ! et la série des

a
primitives — ont le méme rayon . De plus, sur | — It :
:1““ le mé R. Depl R:R
n

o festdeclasse C® et f'(x) = >, 5  nape™!;

o TR =Y —

n+1
« f®)(0) = k!ayg : les coefficients sont uniques.

wn+1;




Conséquence pratique : on obtient de nouveaux développements en dérivant ou en intégrant des

développements connus, sans changer le rayon.

o Exemple 4 (intégration)

1
Pour |¢| < 1, T Y ns0(—1)"t". Onintégrede O a z :

In(1 = —1“—1w—n 1.
n(1+ z) Z( ) ) lz| <

n>1

5. Fonction développable en série entiére

0 Développable en série entiére

Une fonction f définie sur | — ;7] est développable en série entiére en O s'il existe

une série entiere de rayon R > r dont la somme vaut f(z) pour toutz €] —r;7|.

Si f est développable en série entiere, elle est de classe C*® et ses coefficients sont

™) (0
nécessairement a,, = f—'() : le développement n'est autre que la série de Taylor. La réciproque
n!

est fausse.

Série de Taylor n'est pas somme

La fonction f(z) = /%" pour z # 0, (0) = 0, est de classe C* avec £ (0) = 0
pour tout 7. Sa série de Taylor est nulle, mais f ne Uest pas : f n'est pas développable

en série entiére.



Prouver qu’une fonction est développable

1. Reconnaitre une combinaison, un produit, une dérivée ou une primitive de
développements usuels ;

F®(0)
Kl

2. ou montrer que le reste de Taylor Ry (z) = f(z) — D s<p, z* tend vers 0

(par exemple avec l'inégalité de Taylor—Lagrange) ;

3. ou résoudre une équation différentielle vérifiée par f (voir la partie 8).



6. Développements usuels

Fonction Développement en série entiére

Sy
COS T (_1)n —+00
— (2n)!
Z w2n—|—1
sin T (_1)n +00
= (2n + 1)!
w2n
chzx +00
nzzo (2n)!
w2n—|—1
sh x +00
= (2n+1)!
L > " 1
1—=x n>0
1 x"
In(1+ z) Z(_l)n Py 1
n>1
Z wzn—l—l
arctan (—1)n— 1
e 2n +1
ala—1)---(a—n+1) _
(1+z)%agN 1+Z oy T 1

n>1

La figure suivante montre comment les sommes partielles de la série de U'exponentielle collent a

la courbe de plus en plus loin de Uorigine lorsque le degré augmente.



0 Astuce de Zyro

Sur ma planéte, on retient les développements par parité : cos et ch n'ont que des
puissances paires, sin et sh que des puissances impaires. Une fonction paire n’'a

jamais de terme impair !

7. Exponentielle complexe

0 Exponentielle complexe

+00 2"

Pour tout z € C, on pose e* = n=0 F Le rayon de convergence est 400

. L1
(d'Alembert: =5 — 0).

° Propriétés

ez+w

= e*e" pour tous complexes 2, w (produit de Cauchy et formule du bindme) ;

1
H H z — p—%.
en particulier e® # 0 et = =€

o formule d’Euler : e® = cos @ + i sin 8 pour tout réel 8

« "W = e(cosy +isiny) : |e*| = eRe* etarge® = Im z [271].



La formule d’Euler vient du regroupement des termes pairs et impairs : 12* = (—1)™ et

(2

271 = §(—1)", donc les termes pairs de > %)n forment le développement de cos § et les

termes impairs celui de % sin 6.

G Exemple 5

Résoudre e®* = —e. On écrit —e = e - '™ = 144w

!, . \
. Comme e? = e? équivaut a

z — 2! € 2477, les solutions sont 2z = 1 + i + 2ikm, k € Z.

8. Résolution d’équations différentielles

Méthode des coefficients indéterminés

1. On cherche une solution y = ) a,z" de rayon R > 0 (analyse) ;

2. on dérive terme a terme, on reporte dans U'équation et on identifie les coefficients

de 2™ : on obtient une relation de récurrence sur (a,) ;

3. on calcule a,, a laide des conditions initiales, puis le rayon (synthese) ;

4. on reconnait la somme, en général a Uaide des développements usuels.



G Exemple 6

Résoudrey’ — 2zy = 0,y(0) = 1. Avecy = ) anz™ onay = > (n+ 1)app1z™
et2zy = ) 2a,-12" (avec a_; = 0). L'identification donne ag = 1, a1 = 0 et

(n + 1)an+1 = 2a,_1. Les coefficients impairs sont nuls, et pour les pairs

a
(2p + 2)agp+2 = 2agy, c'est-a-dire agy o = =k ,d'ou agy = — Le rayon est
@y _ ’
+00 et y(a:) = szo T =e".

L'unicité de la solution du probleme de Cauchy pour une équation linéaire (théoreme de Cauchy-

Lipschitz) garantit que la solution trouvée est la seule.

A retenir

Le rayon R d’une série entiere partage le plan en trois zones : convergence absolue pour

|z| < R, divergence grossiére pour |z| > R, cas a étudier pour |z| = R.

Pour calculer R : régle de d’Alembert, comparaison, changement de variable pour les

séries lacunaires.

Somme et produit de Cauchy : rayon > min(R,, Rp).
F™(0)

donc les
n!

Dériver ou intégrer terme a terme ne change pas le rayon ; a,, =

coefficients sont uniques.
Etre C*® ne suffit pas pour étre développable en série entire.

Connaitre les développements usuels (e%, cos, sin, ch, sh, ﬁ In(1 + z), arctan,

(1 + z)%) et leurs rayons.
e* =3 Z surC, e? = cos + isinfet e = e%e®.

Equation différentielle : coefficients indéterminés, récurrence, rayon, reconnaissance de la

somme.
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