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Singularités et théoréme des résidus : exercices de
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Le livre d’exercices corrigés de maths Licence L3

Tout le programme en un seul PDF de 126 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

21 exercices classés par difficulté (* facile, ¥ % moyen, % %% difficile). Cherche

d’abord sans regarder le corrigé !

° Laurent de 'exponentielle inverse

Ecrire le développement de Laurent de f(z) = el/z sur C*. Quelle est la nature de la

singularité en 0 ? Quel est le résidu de fen07?

° Une singularité effacable

sin 3z

pour 2 7# 0. Montrer que 0 est une singularité effacable et donner la

Soit f(z) =

valeur du prolongement en 0.
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© rtes et résidus de 1/(2244)

Déterminer les singularités de f(z) = , leur nature et leurs résidus.

2244

o Deux résidus d’une fraction

(o z+2 A .
Calculer les résidus de f(2z) = en ses poles, puis leur somme.

(z—1)(z—3)

o Indice d’un cercle orienté

Soit 7y le cercle de centre 1 et de rayon 2, parcouru une fois dans le sens des aiguilles d'une

dz
z—2

montre. Déterminer n(+y, 0), n(v, 2) et n(+y, 4). En déduire %
v

o Deux intégrales sur le cercle unité

eZ
Le cercle unité est parcouru une fois dans le sens direct. Calculer (a) ?{ —dz; (b)
z

Cos 2
7{ 3 dz.
z

° Ordre d’un pole et résidu

_
z(er—1)

Soit f(2) = . Quel est lordre du péle en 0 ? Calculer Res(f, 0).

o Deux développements de 1/(z(z-1))

Soit f(2) = . Donner le développement de Laurent de f (a) sur 0 < |z < 1; (b)

1
z(z—1)
sur |z| > 1. Quel est le coefficient de 2z~ dans chacun ?



o Résidus en un pole multiple
2z e?

; (b) le résid lde ———.
(b) le résidu en e(z—1)2

Calculer (a) le résidu en 0 de 3T
z

Q Résidu au carré et intégrale

1 . e [T da
en %, puis en déduire

Calculer le résidu de f(2) = —————= _—
EERE ey

0 Résidu de 1/(22 sin 2)

1
CalculerRes( o ,O).
z%sinz

e Pdles de 1/(e~z - 1)
1

ez_

Montrer que f(2) = 1 est méromorphe sur C, déterminer ses péles et leurs résidus,

et donner les trois premiers termes de son développement de Laurent en 0.

e Une intégrale trigonométrique

27 do
Calculer/ ———— avec le théoreme des résidus.
o 5+ 3cosb

@ Produit de deux fractions

+00 dx
Calculer / par les résidus, puis vérifier par décomposition en

o (@ F 1)+ 4)

éléments simples.



e Une intégrale de Fourier

TR cosx
Calculer / dzx.
oo T24+9

Q Intégrale de 1/(x*+1) sur [0 ; +oo[

+oo dZB
Calculer /
0

xi+1

° Cercle et trois poles

2z+1 , :
Calculer dz, le cercle étant parcouru une fois dans le sens
7=3 (2= 1)(2+2)(2—5)

direct.

G Lacet a boucle intérieure
Le lacet 4 est le limacon y(t) = (% + cos t)eit, t € [0, 27| (figure). On admet que

d
n(v,A) =2 pour A= % etn(y,B) =1pour B=1. Calculerf - z :
v (2= 5)(z—-1)




e Casorati sur e~{1/z}

Soit f(z) = el/%_(a) Pour tout ¢ € C*, construire une suite 2z, — 0 telle que f(z,) = c. (b)
Construire une suite w,, — 0 avec f('wn) — 0. (c) En déduire que f n'a pas de limite en 0 et

que limage de tout disque épointé est dense dans C.

@ Intégrale de 1/(2 + cos 0)2

Calcul /’2” d9
alcuter -_— .
0o (2+cos6)?

@ Intégrale de x sin x/(x2+1)

1T rsinzx T .
Montrer que dxr = — (intégrale semi-convergente, qu’'on admet
oo X2 +1 e
o0

convergente).
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Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planetes du savoir et leurs applis.
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