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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Laurent de 'exponentielle inverse

n

w
Onpartdee® =) ., —— avecw = 1/z, valable pour tout z 7# 0

n!
-n 1 1
1/z __ < _
e’ = =14+—-—+—+4---
; n! z 222
Tous les coefficients a_, = — sont non nuls : la partie principale est infinie, donc 0 est une

|

1 _
T

singularité essentielle. Le résidu est le coefficientde z7* :a_1 =1.


https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-3/

o Une singularité effacable

2 3 3 2
76z _|_...:3z—9%+...,doncf(z):3—9%4—..._

Aucune puissance négative n'apparait : la singularité est effacable. En posant f(O) =3 f

Onasindz =3z —

devient holomorphe sur C. On retrouve aussi liII(l) f(z) =3.
z—

© rtes et résidus de 1/(2244)

Le dénominateur s'annule pour 22 = —4, soit z = +2i.Ona 22 + 4 = (2 — 2i)(z + 2i) :

les deux racines sont simples, donc ce sont des p6les simples.
Avec h(z) = 22 + 4,h'(2) = 2z:

1 1
eS(f, 7’) 47: 4
1 i
° —2 = — = —,
ReS(f, ’L) 4 4

Leur somme est nulle, ce qui est normal car f(z) ~ 1/22 & Uinfini.

0 Deux résidus d’une fraction

Les poles 1 et 3 sont simples.

_z+2 3 3
) ReS(f,l)—il_Iﬁ z—3 -2 2

. zZ+2 5
Reslf9)=lm T3 =5
5

, L,
La somme vaut —3 + — = 1. Cest cohérent: f(2) ~ — a Uinfini.
2

2




o Indice d’un cercle orienté
On compare la distance au centre 1 avec le rayon 2 :
e |0—1] =1 < 2:0esta lintérieur;
e |2—1|=1<2:2estalintérieur;

o |[4—1| =3 > 2:4esta lextérieur.

Le sens est horaire, donc n(y,0) = —1,n(~,2) = —1 etn(vy,4) = 0.

Par définition de lindice, f,y = 2min(vy,2) = —2mi.

z—2

° Deux intégrales sur le cercle unité

a. La seule singularité est 0, pole simple de résidu €% = 1. Donc Uintégrale vaut

27t - 1 = 2. (1 seule singularité, indice 1.)

. 22 cos z 1 1
b. Aupdle0,cosz=1 — > + ..., donc

. 2B 28 2
et Uintégrale vaut 2% - (—5) = —mmi.
° Ordre d’un pole et résidu
22 28 z 22
Onaez—1=z+?+?+---=z(1+5+?+---),doncz(ez—1)=z2u(z)
avec u holomorphe et 4(0) = 1 # 0. Le pble est d’ordre 2.
1 1 1 1
Ensuite ) =1- g + ..., dou f(2) = polirys + - - . Le résidu est —3



o Deux développements de 1/(z(z-1))

1 1
On dé ; = — - —
n décompose : f(2) -1
1 1 ,
a.Pour|z|<l,ﬁ:—anoz",doncf(z):—;—l—z—z — .- Le
coefficient de 271 est —1.
1 o 1 1 1 1
b.POUf|Z|>11m:ZnZOZ " 1:;"—;"'"‘,doan(Z):?-'—?-'-”'

. Le coefficient de 271 est 0.

Vérification : en (b), le cercle |z| = p > 1 entoure les deux péles de résidus —1 et 1, de

somme 0.

o Résidus en un pole multiple

22
a.Pole d'ordre 3:€2* =1+ 22+ 222 + - - -, le coefficient de 22 est T = 2. Donc
Res = 2. Avec la formul & 22| too |
= 2. Avec la formule : — —e = — =2
2! dz? 0 2

d
b. Péle d'ordre 2: Res = —ez| . =e.
dz z=1

Q Résidu au carré et intégrale

1
On écrit f(2) = (g(—z))2 avec g(z) = [FEnE Le pble i est double et
z—1 z+1
— —2 —2 1 1
R N —=ad(1) = ——— = = = — = ——,
Sh)=90 =l T @ T e w2

Le dénominateur est de degré 4, le numérateur de degré 0 (écart 4 > 2), etil n’y a pas de

pole réel. Un seul pdle (z) est dans le demi-plan supérieur, donc

/d_w_zm- I\
r (1+22)2 4) 2



0 Résidu de 1/(z2 sin z)

. 22 1 1 22 1 z
Onasinz=2z2(1— — +--.],donc — =—({1+—+--)=—=+—=+---
6 sin z z 6 z 6
1 1 1 . A |
Alors —— = — + — + - - :poéled’ordre 3, de résidu —.
z2sinz 28 6z 6

° Poles de 1/(e~z - 1)

e? = 1 si et seulement si z = 2ikm, k € Z. Ces points forment un ensemble discret, et

—(e* — 1) = e* = 1 en chacun : les zéros sont simples, donc ce sont des pdles simples

dz

de f. f est méromorphe sur C.

Résidu : 2ikn = 1 pour tout k.
2 1 2
EnO:ez—1:z<l—|—E+z—+---)et—zzl—i—l—z——i—---,donc
2 6 1+ 2+ %2 2 12
@)=+ 2+
oz 2 12

e Une intégrale trigonométrique

-1
Avec z = e, cos @ = s etdf = _z lintégrale devient
12

§ dz B § 2dz

=1 4 (5+3(z+271)) 21 4(322 + 102 + 3)

—10 + 1

322 + 10z + 3 = 0 a pour racines % soit —3 et —3. Seule —3 est dans le disque
unité.

. 1 2 2 1
Résidu en —— — = —

3 i(6z+ 10) ‘—1/3 T8 4i

1
Donc lintégrale vaut 2wt - — = —.
43 2



@ Produit de deux fractions

Dans le demi-plan supérieur, les péles sont 2 et 22 (simples).

* Res(f,1) = 2i(i21-|—4) - 2fz1-3 :%;
+ Res(f,2i) = ((2i)2—:|l—1)-4z' - (—3;(4z') - _1;"
Somme : % — % = 127" Donc lintégrale vaut 2% - 1% = %
Verification: (x2 + 1)1(.’1:2 + 4) - % (:132:— 1 22 :— 4 ) etf a:zd—T— T

[ do —Ed’oul(ﬂ'—z)
2 3 2

T
z2+4 6

° Une intégrale de Fourier

¥

On considére g(z) = . Dans le demi-plan supérieur, seul 33 est un péle (simple), de

e 2249
ez~31 6_3
résidu - = —,
2.3 62
1 e'e e 3 me 3
Par le L delJordan (A =1 > 0 et — 0), dr =27 - — =
ar le lemme de Jordan ( e 2219 )/Rw2+9 T 6i 3

Cette valeur est réelle ; la partie réelle de lintégrale est celle de cos z, donc

/ cos T T
der = —.
R T2+9 3e3




e Intégrale de 1/(x*+1) sur [0 ; +oo[

. . too 1 5 : .
La fonction est paire, donc fo = 2 fR' Les poles de sont les racines quatriemes

2t +1

de —1; ceux du demi-plan supérieur sont 21 = ei™/4 ot 2o = 3/4,
1 1 z z
Pour un péle simple, Res = —. Comme 24 = -1, — = = = —z doncRes = — =.
423 PAR 4
z1+ 2 V2
Somme: — 1 1 2 — _ 4 (les parties réelles %= ‘f se compensent, les parties

V2

imaginaires valent chacune -5=).

dz ) iv2 T2 to dy . V2
Donc f]R w4—_|_1 = 27t - —T = ——, puis .

2 o zi+1 4

a Cercle et trois poles

Les pdles sont 1, —2 (a lintérieur de | 2| < 3) et b (a Uextérieur). Tous sont simples.

3 1
L4 R ,1 = = ——;
shD)=Gina—s = 1
-3 -3 1
° R —2 = = = ——
sh-Y=T53-pr2-s 2 7
< 1 1 11 Lintéaral ¢ donc 2mi _11 _117ri
omme : 1 7= "% intégrale vaut donc 27 58 1
G Lacet a boucle intérieure
1 1
Les péles de f(z) = sont A = — et B =1, simples.
1= e :
1 4
« Res(f,A) = —_Z.
eS(f, ) %_1 3
1 4
° R B = —_- .
eS(f, ) 1_ l 3

4
Par le théoréme des résidus :

§7f=27ri(2-(—§>+1-§) =27ri-(—§) :—%.



e Casorati sur e~{1/z}

a. Soit L une valeur de log ¢, c’est-a-dire el

= c¢. Pour n entier assez grand, posons

1 )
Zp = —————. Alors |z,| = 0 et f(z,,) = el 2™ = ¢,
" L+2imn 2 flzn)
1
b. Prenons w, = ——, réel négatif : f(w,) =e™™ — 0.
n

c. En (b) f tend vers 0 le long d’une suite, tandis que f(1/n) = €™ — +00: pas de
limite. De plus, tout ¢ # 0 est atteint dans tout disque épointé D*(0, €) par (a), et 0
est adhérent a limage par (b). Limage de tout disque épointé contient donc C* (et ne

contient pas 0, puisque lexponentielle ne s’annule jamais) : elle est dense dans C.

@ Intégrale de 1/(2 + cos 0)2

) 24+ 42+1
Avecz = e? :2 4 cosf = % et lintégrale devient
z
42* dz 4z
$aim1 il N dz
A=t (22 4+ 424+1)2 iz A=1 (22 + 42+ 1)2
Les racines de 22 + 4z + 1sont zg = —2 + /3 (de module = 0,27 < 1) etzy = —2 — V3

(de module =& 3,73 > 1). Seul zg est un podle (double) intérieur.

A a\z 4z
On écrit f(Z) = ﬁ avec g(Z) = m Alors
4 (z—2z1)—22 4 —z-—
g’(Z)Z—,°(z 2:1) z=—,-ﬂ.EnzO:—zg—zl:4etz0—z1:2\/§,
i (z—21)3 i (z—2z)3
4
donc Res = — - = .
i 243 334

2 B 47
3v3i 33

Résultat : 272 -




@ Intégrale de x sin x/(x2+1)

1z

., xsinzx z e'® . o .

Pour z reel, =Im . Considérons g(z) = , de pble simple 7 dans le

z2+1 z’ +1 22 +1
demi-plan supérieur, avec 2 — 0 a linfini : le lemme de Jordan s’applique.

z

i el el

Résidu en % : = —.
21 2
z e .1 Xy o T s
Donc dxr = 2mi - — = —. La partie imaginaire est — ; c’est Uintégrale
R 2+ 1 2e e e
cherchée (la partie réelle, intégrale de i1 est nulle par imparité).
T
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