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Corrigé du contrdle avec le bareme détaillé. Compte tes points et repere ce qu’il

faut revoir.

Durée conseillée : 45 minutes. Baréme sur 20 points. Calculatrice autorisée seulement

quand Uénoncé le précise.

0 Nature des singularités

2 3
z z 1 =z . y
(@) ef—1—2z= > + a + .-, donc f(z) = 3 + 5 + - - - : singularité effagable, valeur
prolongée 7" résidu 0. (1 pt)
(b) g(2) = 273 1 1y 2 ble d’ordre 3, résid 1 (1 pt)
= - — — — e , résidu ——.
I 6 120 P 6 "
—2n
(c) h(z) = EnZO T : infinité de puissances négatives, singularité essentielle ; seules

des puissances paires apparaissent, donc le coefficient de 271 est nul: résidu 0. (1 pt)
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o Séries de Laurent

1 1 1 1 o
(@ f(z) = E(z—l—l — z+3).Sur1 < |2 <3: P > nso(—1)"z7 " et
11 (- 1)n
13- 3 Zn>0 . Donc
1 (~1 101 1 2
= = 1"yl T T
fz) 22( )z Z 3n+1 HE I PR T
n>0 n>0
(2 pts)
. _1 1 - 1 : .
(b) Le coefficient de 27" est —. Le résidu en —1 est = — : C'est cohérent, car le
2 —-1+4+3 2
cercle |z| = 2 n'entoure que le péle —1. (1 pt)
1 1 —1)"z"
(c) Sur |z| < 1, P dY(—1) 2" et 13- 3 > % : le terme constant vaut

R R R
2 3) "3 P

° Résidus et intégrales

(@) 0 est un pole simple, 2 un pdle double (le numérateur ne s’annule ni en 0 nien 2). (1 pt)

0+1 1 22 +1 1 1
(b) Res(f, 0) = m = Z (1 pt) Pour 2, g(Z) = =z+ ;,g’(Z) =1-— ?
donc Res(f,2) = ¢'(2) = 1 (1 pt)
3
(c) Le cercle |z| = 3 entoure les deux péles : 27 (Z + 1) = 2mi. Lecercle |z —2| =1
3 3Im
n'entoure que 2 (car [0 — 2| =2 >1):2mi - — = °om (1 pt)

4 2



o Intégrale réelle
Onaz?+2x+5=(x+1)2+4,quisannuleenp = —1+2ietp=—1—2i:pasde

pole réel, et le degré du dénominateur est4 > (0 + 2, donc le contour en demi-disque
convient (Uarc donne une contribution qui tend vers (). Seul p est dans le demi-plan
supérieur ; c'est un pole double. (1 pt)

1

On écrit f(z) = ) —p) donc

d -2 —2 -2 1
- J— — = = e . 2 t
Res(f,p) = (= =0)"| o—p)° _ @7~ et ~ 33 *PY
D / dw omi - = (1 pt)
onc — =
g (2 + 2z +5)? 320 16 "
° Intégrale trigonométrique
0 z—2z1 dz ) ) 1
On pose z = €% : sinf = T,d@ = E.Alors3+2sm0 =3—i(z—2z"")et
dz
Uintégrale devient (1 pt
intégrale devien §|Z|:1 R E— (1 pt)
34
Le discriminant de 22 + 33z — 1 est (3'&')2 +4 = —5, les racines sont z4 = &T’M/g
3—5 3+5

Leurs modules sont —5 ~ 0,38 < 1 pour z; et — ~~ 2,62 > 1 pour z_. Seul

z4 est dans le disque. (1 pt)

1 1
Résidu en z4 : = . Donc lintégrale vaut 273 - —— = ——. (1 pt)

=2 b TV

o Théorie et lacets

(a) Vrai : d’apres le théoréme de Riemann, la singularité est effacable, donc f se prolonge
holomorphiquement en a, et la limite est f(a). (1 pt)

1 1
(b) Les péles £2 sont & lintérieur, d’indice 3 chacun. Res(f, 1) = 5 = 3
. i
—i

1
Res(f, —1) = 5 =3 Lintégrale vaut 26 (3 - + + 3+ 1) = 6mi. (1 pt)
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