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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Un polynome qui annule

4 5 4 5 10 5 6 0 0 0
a) A2 = ,donc P(A) = — + = :
09 09 0 15 0 6 0 0
b) P annule A, donc p 4 divise P = (X — 2)(X — 3). Les valeurs propres de la triangulaire

A sont2 et 3, racines de pa;donc pg = (X — 2)(X — 3) = X2 — 5X + 6. Comme il est

scindé a racines simples, A est diagonalisable.
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0 Vrai ou faux ?

a) Vrai. (D — 2I)(D — 5I) = 0 pour D = diag(2,2,5), etni X —2ni X — 5 n'annule D.
b) Faux. D’apres Cayley-Hamilton, u divise x qui est de degré 3, donc deg u < 3.

c) Vrai. En dimension au plus 3, x et p déterminent les tailles des blocs de Jordan : par
exemple pour x = (X — 1)3, u = (X — 1)2 impose les blocs 2 et 1 ; u = (X —1)3

impose un bloc de taille 3 ; 4 = X — 1 impose la diagonale.

° Spectre d’une triangulaire
T est triangulaire supérieure, donc x7 = (X — 1)(X — 3)(X — 1) = (X — 1)%(X — 3).
Les valeurs propres sont 1 (multiplicité 2) et 3 (multiplicité 1).

xT est scindé sur R ; la matrice T' est déja triangulaire, donc trigonalisable (c'est évident ici).

o Trace et déterminant

a) xa=X2—-5X+6=(X—2)(X — 3). Deux valeurs propres distinctes : A est
diagonalisable, g = x4 = (X — 2)(X — 3).

b)xa=X2—6X+9=(X—3)2 Alors ug vaut X — 3 ou (X — 3)2. Aest
diagonalisable si et seulement si pg = X — 3, c’est-a-dire A = 31. Toute autre matrice de
3

, n'est pas diagonalisable.
0 3) p g

trace 6 et déterminant 9, comme (

° Inverse par Cayley-Hamilton

Trace 3, déterminant 2 — 1 = 1, donc x4 = X% — 3X + 1. D’aprés Cayley-Hamilton,

A% —3A + I = 0 (vérification : A% = (Z Z),et (2 z) — (g 2) +I=0).

1 -1
ALorsA(3I—A)=3A—A2:I,doncA_1=3I—A: ( L )



o Un nilpotent d’ordre 3

0 01

N2=|0 0 0] #0etN3=0.Doncpuy = X?3;par Cayley-Hamilton et car la seule
0 0O
valeur propre est 0, x y = X3 aussi.

Comme (I + N)(I-N+N2?)=I+N3=1Io0na

1 -1 1
(I+N)'=I-N+N?=|0 1 -1
0 0 1

e Projecteurs et symétries

p? = p donc pp divise X2 — X = X(X —1).Commep # 0etp#Id, ni X ni X — 1
n'annule p : pp = X(X — 1). Il est scindé & racines simples, donc p est diagonalisable avec

E = kerp & ker(p — Id).

De méme pu; divise X2 — 1 = (X — 1)(X + 1), et s # £Id impose s = X% — 1: s est

diagonalisable sur R.

° Diagonaliser et calculer les puissances
x4 =X2-7X+10= (X —2)(X — 5). Le vecteur (1, 1) est propre pour 5 (

A(1,1) = (5,5)) et (1, —2) pour 2 (A(1,—2) = (2, —4)). Avec P = G _12)

3

2 1
pP1= 1 et P71 AP = diag(5,2).
1 1

1/ 2-5%42F  5F_2k
Donc A* = P diag(5*, 2F P_lz—( )
&( ) 3\2.5k_2.2k 5k 2.9k

1 /1266 609 422 203
Pour k = 4: 5% = 625, 2% = 16, d'ott A* = — - '
our k 54 = 625 6, d'ol 3 (1218 657) (406 219)



o Une matrice non diagonalisable

B est triangulaire: xg = (X — 2)2(X —3).OnaB— 2] =

o O O
o = O

1
0 | derang 2, donc
0

dimker(B — 2I) =1 # 2: B n'est pas diagonalisable.

Le polynéme (X — 2)(X — 3) n’annule pas B (le produit
0 0 —1

(B—2I)(B—3I)=|0 0 0 | estnonnul),doncup=(X—2)%2(X —3),quia
0 0 O

une racine double.

Q Lemme des noyaux en pratique
7T —6 7T-9+2 —6+6
2 — i 2 _ e =
a) A —(3 _2),pU|sA 3A+ 21 ( 5_3 _2+0+2) 0.
b) Comme (X — 1) — (X — 2) = 1, le projecteur sur ker(A — I) est

-1 2 2 -2
p1=—-(A—-2I)= ( ) 2) et celui surker(A — 2I) estpy = A — I = (1 1).On
apiz=(—3+4,-3+4)=(1,1)etpez = (6 — 4,3 —2) = (2,1). Ainsi

z=(1,1) + (2,1), avec A(1,1) = (1,1) et A(2,1) = (4,2) = 2(2,1).

0 Trigonaliser une matrice 2x2

xc=X%?—4X+4= (X —2)?et C # 21, donc C n'est pas diagonalisable (sinon
-1 -1

C’:2I).LenoyaudeC’—ZI=(1 1

) est engendré paru; = (1, —1).

On prend ug = (1,0). Alors Cug = (1,1) = —uy + 2ug et Cug = 2u;. Avec

1 1 2 -1
P = ,P_1 P = .
(—1 0) ¢ (0 2)



e Polynomes minimaux de deux matrices

Les deux ont x = (X — 1)2(X — 2). Pour F, (F — I)(F — 2I) = 0, donc
pr = (X~ 1)(X —2).

0 -1 0
PourEl:(El—I)(E1—2I)= 0 0 0] +#0 donc pug, =+ (X—l)(X—2),
0O 0 O

comme (E1 — I)?(E; —2I) =0,0onapg, = (X —1)3(X - 2).

Les polyndmes minimaux different, donc E; et F' ne sont pas semblables.

e Dunford d’'une matrice 2x2

-1 -1
La seule valeur propre est 2. On pose D = 21 (diagonale) et N = C — 21 = ( 1 1 )

OnaN? =0et DN = ND car D est scalaire. Ainsi C = D + N est la décomposition de

Dunford ; par unicité, c’est la seule.

Q Puissances par le binome

D = 2I commute avec N et N2 = 0, donc C* = (2I + N)* = 2F[ + k2FIN.

3280 —80 _48 —80
Pourk=5:C° =321 + 80N = = .
ourk =5 + ( 80 32+ 80) ( 80 112)

e Une suite récurrente linéaire

o (42 - () a3 556 (1) e Ao
n 0

diagonalisable, de vecteurs propres (2, 1) pour 2 et (3, 1) pour 3.

Ainsi u, = a2™ 4+ B3™. Les conditionsa+ 8 =1et2a+ 38 =4donnent B =2, = —1

SUp = 2 3™ — 2™ Veérification:us =18 —4=14=5-4—-6-1.



e Forme de Jordan d’une matrice 3x3

-1 1 0 1 -1 1
N=G-I=|0 0 1)].OncalcueN2=|1 —1 1]),derangl,etN3=0.
1 -1 1 0 0 0

Donc IV est nilpotent, la seule valeur propre de G est 1 et xg = (X — 1)3 ; de plus
pe = (X —1)3.
Un bloc de taille 3 : on prend v = e (car N'2e; # 0). Alors Nv = (—1,0,1),

N2y = (1,1,0). Dans la base (w1, wa, w3) = (N2v, Nv,v), on a Gwy = wy,

1 -1 1 1 1 0
Gw2 = wsy + Wiy, G’w3 = ws + ws. Avec P = 1 0 0 , P_IGP = 0 1 1
0O 1 O 0 01

a Reconstituer la forme de Jordan d’un nilpotent

Nombre de blocs de tailleaumoins k:k=1:2;k=2:4—2=2;k=3:5—4=1;
k=4:5—5=0.Ilyadonc2blocs, 2 de taille > 2, 1 de taille > 3 : les blocs sont de
tailles 3 et 2, soit N ~ J3(0) @ J2(0) (3 + 2 = 5).

Le plus grand bloc est de taille 3, donc uy = X3. Rangs:rig N =5 — 2 =3,
rgN2=5—-4=1rgN3%=0.



G Dunford d’'une matrice 3x3

xm = (X —2)%(X + 1). Les polyndmes (X — 2)? et X + 1 sont premiers entre eux :
(X -2 —(X-5)(X+1)=X2—-4X+4—X?+4X +5=9,donc
%(X —-2)2.1— %(X —5)(X 4+ 1) = 1 et le projecteur sur ker(M + I) est

1

-1 1 0 0 0 O
Oncalcue M —2I=| -1 1 0 |pus(M—2I)2=[0 0 0], donc
-1 4 -3 0 -9 9
0
=10 O
0 -1 1
2 0 O
La partie diagonalisableest D =2(I — ) + (—1)a =2 —37r= |0 2 0 |et
0 3 -1
-1 1 0
N=M-D=|-1 1 0|,avecN2=0etDN = ND.
-1 1 0

e Réduction sur Retsur C

R? _ (—1 1) donc R+ R+ T — (—1+0+1 1-1+40

-1 0 -14+140 0-1+41

RR—I=(R-DR*+R+I)=0.

) = 0. Alors

XR = X2 4+ X +1 (trace —1, déterminant 1) n’a pas de racine réelle : R n'est pas
trigonalisable, donc pas diagonalisable sur R. Sur C, xr a deux racines distinctes j et j2

(racines cubiques non triviales de 1) : R est diagonalisable sur C.

0 -1
Comme R3 = I et2026 =3 x 675+ 1, R%026 — R — (1 _1).



@ Classer les endomorphismes avec A3 = A2

X3 — X% = X2%(X —1) annule A, donc p 4 divise X2(X — 1) : les valeurs propres sont
dans {0, 1}, et le bloc de 0 est de taille au plus 2. rg A = 2 donne dimker A = 1: un seul
bloc de valeur propre 0, de taille mg € {1, 2} (et mg > 1 car A n’est pas inversible).

Simg =1:m; = 2, et A — I annule la partie de valeur propre 1 (annulateur X(X — 1) a
racines simples sur ce bloc) : A ~ diag(0,1,1). Simg = 2: le bloc de 0 est J2(0), et
my=1:4~ J3(0) & (1).

Les deux cas existent : diag(0, 1, 1) est de rang 2 et vérifie A3 = A% ; pour J»(0) @ (1), le
carré de Jo(0) est nul, donc A2 = 0@ (1) = A3 etlerangvaut1 +1 = 2.
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