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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

1 Un polynôme qui annule ★★★

a) , donc .

b)  annule , donc  divise . Les valeurs propres de la triangulaire

 sont  et , racines de  ; donc . Comme il est

scindé à racines simples,  est diagonalisable.
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2 Vrai ou faux ? ★★★

a) Vrai.  pour , et ni  ni  n’annule .

b) Faux. D’après Cayley-Hamilton,  divise  qui est de degré , donc .

c) Vrai. En dimension au plus ,  et  déterminent les tailles des blocs de Jordan : par

exemple pour ,  impose les blocs  et  ; 

impose un bloc de taille  ;  impose la diagonale.

3 Spectre d’une triangulaire ★★★

 est triangulaire supérieure, donc .

Les valeurs propres sont  (multiplicité ) et  (multiplicité ).

 est scindé sur  ; la matrice  est déjà triangulaire, donc trigonalisable (c’est évident ici).

4 Trace et déterminant ★★★

a) . Deux valeurs propres distinctes :  est

diagonalisable, .

b) . Alors  vaut  ou .  est

diagonalisable si et seulement si , c’est-à-dire . Toute autre matrice de

trace  et déterminant , comme , n’est pas diagonalisable.

5 Inverse par Cayley-Hamilton ★★★

Trace , déterminant , donc . D’après Cayley-Hamilton,

 (vérification : , et ).

Alors , donc .



6 Un nilpotent d’ordre 3 ★★★

 et . Donc  ; par Cayley-Hamilton et car la seule

valeur propre est ,  aussi.

Comme , on a

.

7 Projecteurs et symétries ★★★

 donc  divise . Comme  et , ni  ni 

n’annule  : . Il est scindé à racines simples, donc  est diagonalisable avec

.

De même  divise , et  impose  :  est

diagonalisable sur .

8 Diagonaliser et calculer les puissances ★★★

. Le vecteur  est propre pour  (

) et  pour  ( ). Avec ,

 et .

Donc .

Pour  : , , d’où .



9 Une matrice non diagonalisable ★★★

 est triangulaire : . On a  de rang , donc

 :  n’est pas diagonalisable.

Le polynôme  n’annule pas  (le produit

 est non nul), donc , qui a

une racine double.

10 Lemme des noyaux en pratique ★★★

a) , puis .

b) Comme , le projecteur sur  est

 et celui sur  est . On

a  et . Ainsi

, avec  et .

11 Trigonaliser une matrice 2x2 ★★★

 et , donc  n’est pas diagonalisable (sinon

). Le noyau de  est engendré par .

On prend . Alors  et . Avec

, .



12 Polynômes minimaux de deux matrices ★★★

Les deux ont . Pour , , donc

.

Pour  : , donc  ;

comme , on a .

Les polynômes minimaux diffèrent, donc  et  ne sont pas semblables.

13 Dunford d’une matrice 2x2 ★★★

La seule valeur propre est . On pose  (diagonale) et .

On a  et  car  est scalaire. Ainsi  est la décomposition de

Dunford ; par unicité, c’est la seule.

14 Puissances par le binôme ★★★

 commute avec  et , donc .

Pour  : .

15 Une suite récurrente linéaire ★★★

On a . , donc  est

diagonalisable, de vecteurs propres  pour  et  pour .

Ainsi . Les conditions  et  donnent , 

: . Vérification : .



16 Forme de Jordan d’une matrice 3x3 ★★★

. On calcule , de rang , et .

Donc  est nilpotent, la seule valeur propre de  est  et  ; de plus

.

Un bloc de taille  : on prend  (car ). Alors ,

. Dans la base , on a ,

, . Avec , .

17 Reconstituer la forme de Jordan d’un nilpotent ★★★

Nombre de blocs de taille au moins  :  :  ;  :  ;  :  ;

 : . Il y a donc  blocs,  de taille ,  de taille  : les blocs sont de

tailles  et , soit  ( ).

Le plus grand bloc est de taille , donc . Rangs : ,

, .



18 Dunford d’une matrice 3x3 ★★★

. Les polynômes  et  sont premiers entre eux :

, donc

 et le projecteur sur  est

.

On calcule  puis , donc

.

La partie diagonalisable est  et

, avec  et .

19 Réduction sur R et sur C ★★★

, donc . Alors

.

 (trace , déterminant ) n’a pas de racine réelle :  n’est pas

trigonalisable, donc pas diagonalisable sur . Sur ,  a deux racines distinctes  et 

(racines cubiques non triviales de ) :  est diagonalisable sur .

Comme  et , .



20 Classer les endomorphismes avec A³ = A² ★★★

 annule , donc  divise  : les valeurs propres sont

dans , et le bloc de  est de taille au plus .  donne  : un seul

bloc de valeur propre , de taille  (et  car  n’est pas inversible).

Si  : , et  annule la partie de valeur propre  (annulateur  à

racines simples sur ce bloc) : . Si  : le bloc de  est , et

 : .

Les deux cas existent :  est de rang  et vérifie  ; pour , le

carré de  est nul, donc , et le rang vaut .
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