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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Un vecteur propre est-il propre ?

Oncalcule Mu=(1-1+2-1,3-1+0) =(3,3) = 3uavec u # 0: u est un vecteur
propre associé a la valeur propre 3 (1 pt).

Pour w: Mw = (144, 3) = (5, 3). Si w était propre, on aurait (5,3) = A(1,2), donc

A = 5 par la premiére coordonnée et 2\ = 10 # 3 : contradiction. Le vecteur w n'est pas un

vecteur propre de M.


https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-2/

° Polynome caractéristique d’une matrice 2x2

tr(N) = 7Tetdet(IN) =10+ 2 = 12, donc xn(z) = 22 — Tz + 12 = (z — 3)(z — 4).
Les valeurs propres sont 3 et 4.

2 -2

PourA=3: N —-3I = 1 1) le systéme se réduita ¢ = y, d’'ol B3 = Vect((l, 1))
1 -2
PourA=4:N —4I = L o .dotiz = 2y et By = Vect((2,1)).

° Valeurs propres d’'une matrice triangulaire

Le polynéme caractéristique d’une matrice triangulaire est le produit des (:B — a,ii) :

xr(z) = (2 — 2)(z + 3)(xz — 7). Les valeurs propres sont 2, —3 et 7.

La trace vaut 2 — 3 4+ 7 = 6 et le déterminant 2 X (—3) x 7 = —42. Trois valeurs propres

distinctes dans R pour une matrice 3 x 3 : T est diagonalisable.

o Vrai ou faux avec justification
a. Vrai : il existe v # 0 avec Av = 0, donc ker A # {0} et A n'est pas inversible (1 pt).

b. Faux : si Av = Av = pvavecv # 0, alors (A — p)v =0, donc A = p.

0 -1
1 0

Elle représente la rotation d’angle % qui ne laisse aucune direction invariante.

c.Faux:R=(

) a pour polyndme caractéristique 2 + 1, sans racine réelle.

o Calculer une puissance par diagonalisation

—4 —4
MP = (2 6 ) et PD = (2 6 ),doncMP:PD. Commedet P = —-5#0, P

est inversible et M = PDPL.

3 2
OnaP'=¢
na 5 1 —1

81 32
et D* = diag(81, 16). Alors PD* = ( ) et
275 130 95 26
M*=PD*Pl=1 = :
5 (195 210) (39 42)

81 —48



© unesuite a verifier
Onavpie =9:-3" 4 16 - 4™. D’autre part,
Topt1 — 120, =T7(3-3"+4.4™) — 12(3" +4") =9 - 3™ + 16 - 4™ Les deux
expressions coincident.

lci vy = 2 etv; = 7. Le polyndbme 2 — 7z + 12 = (z — 3)(z — 4) a pour racines 3 et 4,

les bases des deux termes de la suite.

° Valeurs propres d’une matrice compagnon
tr(K) = 5, det(K) = 6, donc xx(z) = 2 — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3).
OnaK(1,)) = (A, — 6+ 5)). Cette image vaut A(1, A) = (), A?) exactement lorsque

A2 = 5\ — 6, Cest-a-dire xx(A) = 0. Ainsi (1, 2) est propre pour 2 et (1, 3) est propre
pour 3.

o Diagonaliser une matrice 3x3

a. En développant selon la deuxieme ligne :
xB,(z) = (z — 3)((9: —2)% - 1) =(z-3)(z-3)(z—-1)=(z-3)%(z—-1) (1
pt).

b. Pour A =1: By — I donne « + z = 0 et 2y = 0, donc E; = Vect((1,0, —1)). Pour
A = 3 :les lignes de By — 31 seraménentax — z =0, unplan:
Es5 = Vect((1,0,1),(0,1,0)) (2 pts).

c.dim F3 =2 =mgetdim E; = 1 = m : Bs est diagonalisable avec
1 0 1
P=10 1 0 | etD=diag(3,3,1),ceque confirme BoP = PD.
1 0 -1



o Une matrice non diagonalisable

tr(C1) = 6,det(C1) =5+4 =9, donc x¢,(z) = 2% — 6z + 9 = (z — 3)%. La seule
valeur propre est 3, de multiplicité 2.

2
C,-3I=
' (—4 —2
FE5 est de dimension 1 : B3 = Vect((l, —2)). Commedim E3 =1 < 2 = mg, C; n'est

pas diagonalisable. Si elle U'était, elle serait semblable a 31, donc égale a 31, ce qui est faux.

) est de rang 1 (deuxiéme ligne égale a —2 fois la premiére), donc

° Trigonaliser

. 0
On compléte u par v = (0, 1) : (u, v) est une base car det

=1#0(1pt).
9 1) # 0 (1 pt)
Ciu=3uetCiv=(1,1) =u+3vcaru+3v=(1,—2+ 3) = (1,1). Dans la base

3 1 1
(u,v), la matriceest T' = (0 3), avec P = (

0 L
. On vérifie
-2 1)

3 1
Ci1P = PT = (—6 1) (2 pts).

0 Etude avec un paramétre
xum,(z) = (x — 1)2 —a (1 pt).
e Sia > 0:deux racines distinctes 1 & \/E, donc M, est diagonalisable.
e Sia=0:x=(z—1)2%etMy—I= (g (1)) estderang 1, doncdim E; =1 < 2:
non diagonalisable.

e Sia < 0: pas de racine réelle, donc non diagonalisable sur R (elle le devient sur C,

avec les valeurs propres 1 &+ 14/ —ay).



e Inverse par Cayley-Hamilton

On sait que xn(z) = z? — Tz 4+ 12,donc N2 — TN 4 121 = 0 (1 pt). Alors

2 2
N(TII-N)=12IetN'= L (71— N) = 1—12(_1 5).

Vérification : N - 2 2 = 120 =121I.
-1 5 0 12

e Puissances par polynéme annulateur

0 1 0 1
(z —1)(z — 2) annule S (1 pt).

4 3 4 3
S?2 = ( ) et3S — 21 = ( ) d'ot §2 = 38 — 21, c'est-a-dire que

Onécritz” =Q(z)(z —1)(x —2)+ax+ B Enz=1:a+B=1;enz=2:
20+ B =2"donca=2"—1letf=2—2" CommeQ(S)-0=0,

o on ]
Sm=(2" —1)§+ (2 —2") = (

0 1 ) (2 pts). Pour n = 1, on retrouve S.

@ Une suite par réduction

0
6 1
2 —x — 6 = (z — 3)(z + 2) : valeurs propres 3 et —2, distinctes, donc la matrice est

Avec Xy, = (Un, Uny1)T, ona X1 = ( )Xn. Le polyndme caractéristique est

diagonalisable (1 pt).

Ainsi u, = a3" 4+ B(—2)". Aveca+ B =0et3a — 28 =5, onobtienta =1, = —1:
Up = 3" — (—2)™. Contréle: us = 9 —4 =5 = uy + 6ug (2 pts).

° Spectre d’une fonction de matrice

Trois valeurs propres distinctes dans R pour une matrice d’'ordre 3 : A est diagonalisable,
donc semblable & diag(1, 2,4).

tr(A) = 7 et det(A) = 8. Les valeurs propres de A1 sont 1, 3, 4. dottr(471) = I.
Celles de A% + I sont 2,5,17, d'ots det(A% + I) = 170.



G Deux populations en interaction

1 2
3 O) , de polynbme caractéristique

(z — 3)(z + 2), avec B3 = Vect((1,1)) et E_y = Vect((2,—3)) (1 pt).

Avec Xy, = (:En,yn)T, Xnt1=MX, ot M = (

On décompose Xy = (5,0) = 3(1,1) +1-(2,—3). Alors
X, =3-37(1,1) + (=2)"(2, —3)., soit 2, = 3™ + 2(—2)" et y,, = 37+ — 3(—2)" (2
pts). Controle: ¢ =9 —4 =5ety; =9+ 6 = 15 = 3.

_ 342(—2/3)n
Comme (—2)"/3™ — 0, In _ 2 (=2/3)
yn  3—3(—2/3)n

— 1. Les deux populations deviennent

équivalentes (1 pt).

a Réduction et polynome minimal

La matrice est triangulaire : Xk, (z) = (z — 2)3 (1 pt).
0 0O

K3 —2I=|0 0 1] estderangl,doncdimker(K3—2I)=2 < 3:Kj3n'estpas
0 0O

diagonalisable.

Le polyndme minimal divise ( — 2)3 et a pour racine 2. On a K3 — 21 # 0 mais

(K3 — 2I)2 = 0 (le seul coefficient non nul se multiplie par un zéro). Donc

,u,(a:) = (a: — 2)2, qui n'est pas a racines simples, ce qui confirme la non-diagonalisabilité (2

pts).

° Projecteur et diagonalisation
2 -2
PZ = (1 _1) = Py (1 pt).

2

Le polynbme ° — ¢ = w(m — 1) annule Py et est scindé a racines simples : Py est

diagonalisable, de valeurs propres possibles 0 et 1 (1 pt).
El = ker(Po — I) T — 2y =0, d’ou El = Vect((2, 1)) EO = keI'P(] :2x — 2y =0,
d'otl Eg = Vect((1,1)). Ainsi R? = Ey @ Ej et tr(Py) = 1 = rang(Pp) (2 pts).



e Valeurs propres complexes

xz(z) = 2 — 2z + 2, de discriminant 4 — 8 = —4 < 0 : aucune racine réelle, donc

aucune valeur propre réelle (1 pt).

Sur C, les racines sont 1 + 2 et 1 — %, distinctes, donc Z est diagonalisable sur C (1 pt).

2 0 0 —4

1+ i)4 = —4, cohérent avec les valeurs propres (2 pts).

0 -2 -4 0
Z? = ( ) puis Z4 = (Z%)% = ( ) = —41I. On retrouve que

@ Suite d’ordre trois

0 1 0
Avec X, = (Uny Uni1,Uni2)T.Q@ =10 0 1] (1pt). Alors
6 —11 6

xo(z) =23 - 622+ 11z —6=(z — 1)(z — 2)(z — 3),car1 -6+ 11 — 6 =0,
824422 6=0et27—54+33—6=0/(1pt).

Trois valeurs propres distinctes : ) est diagonalisable et u, = a + b2™ + ¢3". Les
conditionsa+b+c¢=0,a+ 2b+ 3c =1, a + 4b + 9¢ = 5 donnent par différences
b+2c=1et2b+6c=4,douc=1,b=-1,a=0:u, =3" — 2" (2 pts).

Enfin w19 = 59049 — 1024 = 58025 (1 pt).

@ Démonstration : vecteurs propres libres

Supposons avy + bvy = 0 (1). En appliquant f: aAjv1 + bA2vs = 0 (2). En retranchant A;
fois (1) a (2), iL reste b(Ay — A1)ve = 0 (2 pts).

Comme A2 # A1 et vg #£ 0, on obtient b = 0. Alors (1) donne av; = 0, donc a = 0 puisque
v1 # 0: la famille est libre (2 pts).

En dimension 2, une famille libre de deux vecteurs est une base : lendomorphisme est

diagonalisable (1 pt).
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