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Diagonaliser, c’est trouver le point de vue depuis lequel un endomorphisme
devient transparent : une simple multiplication par un scalaire sur chaque axe.
Cette « réduction » permet de calculer des puissances, de résoudre des suites et
des systemes récurrents, et de comprendre en profondeur la structure d’une
application linéaire. Quand elle n'est pas possible, on se rabat sur la
trigonalisation, sur les polyndmes annulateurs ou sur la décomposition en sous-
espaces stables. Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, E est un K-espace

vectoriel de dimension finien > 1 et u un endomorphisme de E.
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1.Valeurs propres et vecteurs propres

o Eléments propres

Un scalaire XA € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x # 0 tel que
u(x) = Az. Un tel vecteur z est un vecteur propre associé a A. Lensemble des

valeurs propres est le spectre de u, noté Sp(u).

Un vecteur propre est donc un vecteur non nul dont la direction est conservée par u. Les trois
énoncés suivants sont équivalents : A est valeur propre de u ; lendomorphisme u — Aid n'est pas
injectif ; det(u — Aid) = 0. Pour une matrice carrée A, on parle de la méme facon de valeurs et

de vecteurs propres, en identifiant A & lendomorphisme X — AX de K™

Piege

Le vecteur nul n'est jamais un vecteur propre, méme s'il vérifie 'u,(O) = X - 0 pour tout
A. En revanche, le scalaire 0 peut trés bien étre une valeur propre : c’est le cas

exactement quand u n’est pas injectif, c’est-a-dire quand u n’est pas bijectif.

° Astuce de Zyro

Sur ma planéte, on dit qu’un vecteur propre est un « axe tétu » : lendomorphisme peut
Uétirer, le comprimer ou le retourner, mais il ne le fait jamais tourner. Cherche d’abord

les axes tétus, et le reste de la réduction en découle.



2. Sous-espaces propres

o Sous-espace propre

Pour A € Sp(u), le sous-espace propre est E)(u) = ker(u — Aid). Il contient le

vecteur nul et tous les vecteurs propres associés a .

o Somme directe des sous-espaces propres

Des vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes forment
une famille libre. Par conséquent, les sous-espaces propres associés a des valeurs

propres distinctes sont en somme directe, et u posséde au plus n valeurs propres.

Preuve de la liberté, par récurrence sur le nombre de vecteurs. Avec un seul vecteur propre (non
nul), c'est clair. Supposons la propriété vraie pour k — 1 vecteurs et soit Ele a;x; = 0 avec
u(a:z) = X\;x;. En appliquant u, puis en retranchant A fois la relation initiale, on obtient

Zf:_ll a;(Ai — Ag)z; = 0. Lhypothése de récurrence et la distinction des valeurs propres

donnentay = -+ = ag_1 = 0, puis agxr = 0, doncag = 0.

V1

-2

La figure illustre lendomorphisme de R? associé a la matrice A de lexemple 1 ci-dessous. Les
deux droites propres sont les directions invariantes : un vecteur de la droite cyan est triplé, un

vecteur de la droite orange est conservé.



3. Polynome caractéristique

o Polynome caractéristique

Le polynéme caractéristique de u est x,,(X) = det(X id — u). C’est un polynéme

unitaire de degré n :

Xu(X) = X™ —tr(u) X"+ .-+ (=1)" det(u).

° Propriétés

1) Les valeurs propres de u sont exactement les racines de x,, dans K. 2) Deux
matrices semblables ont le méme polynome caractéristique. 3) Pour une matrice
triangulaire, x 4(X) = [[;=1(X — ai;)- 4) Si A est racine de multiplicité m, alors
1 < dim E)(u) < m.

G Exemple 1
5

Soit A = (4
x4a(X) = X2 —4X + 3 = (X — 1)(X — 3). Le spectre est {1, 3}.

—2
1). Onatr(A) = 4etdet(A) = 3, donc

—2
2), d'ou By = Vect(vy) avec v; = (1,2). Pour A =3

4
PourA=1:A— 1= (4
2 -2
4 —14
et Avy = 3v,.

:A—-3I= ( ) d'ot E3 = Vect(vz) avec vy = (1, 1). On vérifie Av; = v



Piege

Sur R, un polyndme caractéristique peut ne pas avoir de racine. La matrice de rotation

1 0

réelle, alors qu’elle en a deux dans C.

0 -1
( ) a pour polyndme caractéristique X2 + 1:elle n'a aucune valeur propre

4. Diagonalisation

0 Endomorphisme diagonalisable

u est diagonalisable s'il existe une base de E formée de vecteurs propres. Sa matrice

dans cette base est alors diagonale. Pour une matrice : A est diagonalisable si
A = PDP~! avec D diagonale et P inversible.

° Caractérisations

Les propriétés suivantes sont équivalentes : (i) u est diagonalisable ; (ii)
E = @ esp) Er(w) (i) 3-, dim Ex(u) = n; (iv) Xy est scindé sur K et
dim E,\(u) = m,), pour toute valeur propre . En particulier, si X, est scindé a racines

simples (n valeurs propres distinctes), u est diagonalisable.



Méthode : diagonaliser une matrice

1. Calculer x 4 et le factoriser ; relever les valeurs propres et leurs multiplicités.
2. Pour chaque valeur propre A, résoudre (A — AI) X = 0 et donner une base de E.
3. Comparer dim Ey et m,), : si légalité a lieu partout, A est diagonalisable.

4. Assembler les bases en colonnes dans P, et placer les valeurs propres dans le

méme ordre dans D.

G Exemple 2

5 -3 -3
SoitB=|3 —1 —3].Alorsxp(X)=(X—-2)%3(X+1).Pour A = —1,0n
3 -3 -1

trouve E_; = Vect((1,1,1)). Pour A = 2, le systéme se réduit a lunique équation
z —y— z=0,donc Ey = Vect((1,1,0),(1,0,1)), de dimension 2 = my. La

1 1 1
matrice B est diagonalisable:avecP= |1 1 0| (colonnes (1,1,1),(1,1,0),
1 0 1

(1,0,1)),0n a B = Pdiag(—1,2,2) P~

[e<]

Cette figure montre le polynome caractéristique de B : il coupe l'axe en —1 (racine simple) et le

touche en 2 (racine double), ce qui se lit sur l'alternance des signes.



Piege

Un polynéme caractéristique scindé ne suffit pas a garantir la diagonalisabilité : il faut

en plus Uégalité dim E, = m pour chaque valeur propre multiple. La matrice

2 1
(0 2) apourx = (X = 2)2 mais son sous-espace propre Fs est une droite.

5. Trigonalisation

0 Endomorphisme trigonalisable

u est trigonalisable s'il existe une base de E dans laquelle sa matrice est triangulaire

supérieure.

o Théoréme de trigonalisation

u est trigonalisable sur K si et seulement si x,, est scindé sur K. En particulier, tout
endomorphisme d’'un C-espace vectoriel de dimension finie, et toute matrice de
Mn((C) est trigonalisable. Les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire sont
les valeurs propres, répétées selon leur multiplicité ; leur somme est la trace, leur

produit est le déterminant.



G Exemple 3

3 1
Soit C' = < 1 1).IciXC(X):X2—4X—|—4=(X—2)2.Comme
1 1
-1 -1
pas diagonalisable. Complétons pares = (1,0) : Cey = (3, —1) = e1 + 2e5. Dans la
2 1

0 2

C-2I= ( ) est non nulle, E5 = Vect(e;) avece; = (1,—1) : C n'est

base (e1, e2), la matrice est T' = (

1 1
pourP=<_1 0).

),triangulaire supérieure, avec C = PTP!

Méthode : trigonaliser

1. Choisir une valeur propre et un vecteur propre €1 : il sera le premier vecteur de la

base.

2. Compléter en une base (el, €2,.. ) et calculer la matrice : la premiére colonne est

(\,0,...,0).

3. Recommencer sur le bloc restant, de taillen — 1.

6. Polynomes annulateurs

Pour P =Y axX*, on pose P(u) = Y aruf. Un polynéme P est annulateur de u si P(u) = 0.

Comme £(E) est de dimension finie n?, il existe toujours un polynéme annulateur non nul.



o Théoréme de Cayley-Hamilton et polynome minimal

Le polynbme caractéristique est annulateur : Xu('u,) = (). Il existe un unique polynéme
annulateur unitaire de degré minimal, le polynéme minimal u,,, et il divise tout
polynéme annulateur. Si P est annulateur, toute valeur propre de u est racine de P ;

[y €t X4 ont les mémes racines.

) critere de diagonalisabilits

u est diagonalisable si et seulement s’il admet un polyndome annulateur scindé a

racines simples, c'est-a-dire si ,, est scindé a racines simples.

G Exemple 4

Pour la matrice A de lexemple 1, Cayley-Hamilton donne A2 — 4A + 31 = 0. Pour
calculer A™, on cherche le reste de la division de X" par (X — 1)(X — 3),dela

formeaX + b. En évaluantenleten3:a+b=1et3a+ b= 3", dou

3" -1 3—-3" 3" -1 3—-3"
a= 5 etb = 5 . Ainsi A" = 5 A+ 5 I.Pourn=5:

485 —242
5 _ — =
A° =121A — 1201 (484 _241).




7. Lemme des noyaux

° Lemme des noyaux

Soient Py, ..., P, des polynomes deux a deux premiers entre eux et

P =PP,---P,. Alors

ker P(u) = ker P;(u) @ ker Py(u) @ - - - @ ker P.(u).

En particulier, si P(u) = 0, alors E = @, ker P;(u).

Idée de la preuve pourr = 2. Si Py A\ Py = 1, la relation de Bézout fournit U, V avec

UP; + VP = 1. Pour z € ker P(u), on écritz = (UP;)(u)(x) + (VP2)(u)(z) : le premier
terme est dans ker Py(u), le second dans ker P;(u). Un vecteur de lintersection des deux noyaux
estannulé parUP; + VP, = 1, donc il est nul.

G Exemple 5

2 0 O 0
Soit N= |0 0 —1].Lebloc (1
01 O
P = (X —2)(X?2+1) annule N. Les polyndmes X — 2 et X2 + 1 sont premiers
entre eux, car X2 +1 = (X — 2)(X +2) + 5. Donc
R3 = ker(N — 2I) @ ker(IN2 + I) : une droite dirigée par (1,0, 0) et le plan

N24+7T AT — N2
ety = ——e—

-1

0 ) a pour carré —I5, donc

, de somme

{.’E = 0}. Les projecteurs associés sont m; =

I



0

‘ droite D = ker(u — 2id)
[ )

plan P = ker(u2 +|d)
E=DODP

8. Sous-espaces stables

° Sous-espace stable

Un sous-espace F' de E est stable par u si u(F) C F'. Lendomorphisme induit
up : F' — F estlarestrictiondeu a F.

° Propriétés

1) Une droite Vect(:z:) est stable si et seulement si & est un vecteur propre. 2) Les
sous-espaces propres, ker P(u) et Im P(u) sont stables par u. 3) Si v commute avec
u, alors tout noyau et toute image de polyndme en u sont stables par v. 4) Si F' est

stable de dimension p, la matrice de u dans une base adaptée a F est triangulaire

A
0

Xu = XA * XB- 5) La restriction d’'un endomorphisme diagonalisable a un sous-

supérieure par blocs, ( ) avec A la matrice de uF, et Xy, divise X4 car

espace stable est diagonalisable.



complément

0 B

matrice de u dans une base adaptée a F

Chercher les sous-espaces stables d’'un endomorphisme, c’est chercher comment le « découper »
en morceaux indépendants plus petits : c’est la clef de toute la réduction.

A retenir

A est valeur propre de u si et seulement si ker(u — Aid) # {0} ; c’est une racine de 4.
Les sous-espaces propres sont en somme directe ; 1 < dim E) < m,.

u est diagonalisable si et seulement si x,, est scindé et dim E) = m), pour tout A ;n

valeurs propres distinctes suffisent.
U est trigonalisable si et seulement si Xy est scindé : toujours vrai sur C.

Cayley-Hamilton : Xu(u) = 0 ; diagonalisable si et seulement s'il existe un annulateur

scindé a racines simples.
Lemme des noyaux : polynomes premiers entre eux, noyaux en somme directe.

Un sous-espace stable donne une matrice triangulaire par blocs ; commuter avec ¢ rend

les sous-espaces propres de u stables.
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