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Les nombres complexes prolongent les réels : ils permettent de résoudre toute
équation polynomiale du second degré, de décrire les rotations du plan par un
simple produit, et de transformer la trigonométrie en calcul sur des
exponentielles. Ce chapitre construit les deux écritures d’un complexe (algébrique
et exponentielle), les formules d’Euler et de Moivre, la linéarisation, les racines n-

iemes, et les usages géométriques.
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1. Forme algébrique

© oefinition

L'ensemble C des nombres complexes contient R et un nombre i tel que i2 = —1.
Tout complexe s’écrit de maniére unique 2 = a + ib avec a, b réels : a = Re(z) est la
partie réelle, b = Im(z) la partie imaginaire. Deux complexes sont égaux si et

seulement si leurs parties réelles et leurs parties imaginaires sont égales.

On calcule comme dans R, en remplacant i2 par —1. Les puissances de i sont périodiques :i? = 1,

1

il =1,i2 = —1,i® = —i, puisi* = 1: on réduit lexposant modulo 4.

G Exemple 1 : un quotient

Ecrire — sous forme algébrique. On multiplie numérateur et dénominateur par le

i
conjugué 1 — 2i du dénominateur :

(4—i)1—2i) 4-8i—i+2i® 2-09i
(1+2i)(1—2i) 1+4 5

2 9.
— = =1,
5 5

2. Conjugué et module

o Conjugué et module

Pour z = a + ib, le conjugué est 2 = a — ib et le module est |z| = Va2 + b2. Dans le
plan, M(2) a pour symétrique M’(Z) par rapport a laxe des réels, et |z| = OM.
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° Propriétés
1. 2.0 = z+z &G=7
Pour tous complexes z, 2’ : 2z = |2|*; zz' =z 2’ ; Re(z) = 5 :Im(z) = > :
z
|22'| = |2||#| ; ‘5 = % (si 2’ # 0) ; inégalité triangulaire |z + 2'| < |z| + |#/].
z
Attention
En général |z + 2/| # |2| + |#/| : avec z = 1 et 2/ = —1, le membre de gauche vaut 0

et celui de droite vaut 2. L'égalité n’a lieu que lorsque les deux points sont alignés

avec lorigine du méme coté.

3. Argument et forme trigonométrique

0 Argument

Soit z # 0. Un argument de z est un réel @ tel que cos 6 =

Re I

(2) etsinf = m(2) :
2] 2]

Il est défini & 27 pres, on note arg z = 6 [2x]. On a alors z = |z|(cos # + isin 6).



Méthode : trouver un argument

1. Calculer le module » = |z].

2. Ecrire cos 0 et sin @ comme quotients de la partie réelle et de la partie imaginaire

par 7.

3. Reconnaitre un angle usuel dont le cosinus et le sinus conviennent ; ne jamais se

fier a la seule tangente, qui perd le signe.

e Exemple 2

Pour 2z = —/3 + 3i:|2| = v/3 + 9 = 2v/3, puis cos =
3 V3 2m

sinf= —— = — . Doncd = E [27].

2v/3

_\/§_ 1

—— et

2v/3 2

z _
Pour z,2' # 0:arg(22') = argz + arg 2/, arg — = argz — arg 2/, argz = — arg 2, toujours
z

modulo 27r.

4. Forme exponentielle

0 Notation

Pour tout réel 6, on pose elf

— cos 0 + isin 0. Tout complexe non nul s'écrit z = rel?

avec 7 = |z| et @ un argument : c’est la forme exponentielle.

La relation eioeia' = ei(0+0') se déduit des formules d’addition de cos et sin. Elle donne
1

—- = e ¥ = e et, pour n entier, (re?)” = r"ei™. Valeurs & connaitre :
e
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o Exemple 3 : une puissance

Calculer (1+i)2.Ona |1 +1i| = v2etarg(l +i) = % doncl+i=+2e"*et

(1+1)'? = (vV2)%e' " = 64 x (—1) = —64.

5. Formules d’Euler et de Moivre

0 Euler et Moivre

Pour tout réel x :

elm + e—m: . elm _ e—lZ
coOSL = — sinxr = -
2 ’ 2i

Pour tout entier nn.: (cos  + isin )™ = cos(nx) + isin(nz) (formule de Moivre).

Preuve d’Euler : e!® + e = (cosz + isinz) + (cosz — isinz) = 2 cos z ; la différence donne

2i sin . Moivre n'est que la régle (e!*)" = &2,



° Astuce de Zyro

Sur ma planéte, on n'apprend jamais cos 2 ni sin 32 par cceur : on développe
(cosz + isin x)™ avec le bindme, on compare a cos(nz) + isin(nz), et la partie

réelle puis la partie imaginaire livrent les formules.

6. Linéarisation

Linéariser, c’est transformer un produit de puissances de cos et sin & en somme de termes

cos(kz) et sin(kzx), ce qui est précieux pour intégrer ou résoudre des équations.

Méthode

1. Remplacer cos x et sin = par leurs expressions d’Euler.
2. Développer avec le bindme de Newton.

3. Regrouper les termes conjugués e** ot e %2 . leur somme vaut 2 cos(kw), leur

différence 2isin(kx).

G Exemple 4

3 (e +e7 )3 &% 4 3¢l 4 37 73"  cos3z + 3cosz
cos” T = =

8 8 B 4




7. Racines n-iémes

° Racines de Lunité

2ikm/n

Pour n > 1, léquation 2™ = 1 a exactement n solutions : w; = € avec

k=0,...,mn—1.Sin > 2, leur somme est nulle ; ils sont les sommets d’un

polygone régulier inscrit dans le cercle unité.

z2 z1

z3
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]
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° Racines d’'un complexe quelconque

Sia = pel® avec p > 0, léquation 2™ = a a exactement n solutions :
2z, = pt/relletZkn/n p—o . on—1

G Exemple 5

Résoudre 23 = —8. Ici —8 = 8el™, donc z;, = 2el(™+2k7)/3 . 50 — 2ei7/3 = 1 4 i4/3,
21 =2l = —2, zp = 263 =1 i3



8. Equations du second degré

° Résolution dans C

Soitaz? + bz+ ¢ = 0 aveca #0etA = b2 — 4ac. Si § est une racine carrée de A
—b+4

2a
on prend § = iv/—A : les solutions sont complexes conjuguées.

(Cest-a-dire 62 = A), les solutions sont z =

.Sia,b,csontréelset A <0,

Méthode : racine carréede w = p + iq

Chercher § =  + iy tel que 6% = w revient au systéme 2 — y? = p, 2zy = qet

z2 + y? = |w|. On en tire 22 et y2, puis les signes grace a celui de q.

G Exemple 6

Résoudre 22 — (1 + 3i)z + (—2 + 2i) = 0. On trouve
A = (1+3i)%2 —4(—2 + 2i) = —2i. Comme (1 —i)2 = —2i,onprendd =1 —iet

1+3i+(1—1i)
=

5 donc z=1+1 ou z=2i.

9. Interprétation géométrique

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct. Au point M on associe son affixe zs. Pour deux

—
points A, B d’affixes a, b : le vecteur AB a pour affixe b — @, la distance est AB = |b — a|, et

—
langle orienté (4, AB) a pour mesure arg(b — a).



o Alignement, orthogonalité, transformations

c—a AC
Pour A# BetA#C: 5 = e'? ou ¢ est une mesure de l'angle
—a

AB
— —
(AB, AC). Les points A, B, C sont alignés si et seulement si ce quotient est réel ;

(AB) L (AQC) si et seulement si il estimaginaire pur.

La translation de vecteur d’affixe u sécrit 2/ = z + u.

La rotation de centre € d’affixe w et d’angle 8 s'écrit 2’ — w = (2 — w).

L’homothétie de centre € et de rapport réel k sécrit 2’ — w = k(z — w).
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G Exemple 7 : un quart de tour

Soit (1 + 2i) et M (4 + i). Le point M, image de M par la rotation de centre et
d’angle g vérifie 2/ — (14 2i) =i(3 — i) = 1 4 3i, donc 2’ = 2 + 5i. On vérifie
que QM = QOM' = +/10.



A retenir

z=a+1ib,z = a — ib, 2z = |z|?; pour diviser, on multiplie par le conjugué.
|22'| = |2||7| et arg(22') = arg z + arg 2’ : produit = module multiplié, arguments
additionnés.

em: + e—la?
2

Linéariser : Euler, bindme, regroupement des termes conjugués.

z=re" (re?)” = r"ei™ ; Euler:cosz =

2" = pel® a n solutions pl/mel(@t2km)/n . |3 somme des racines n-iémes de l'unité est

nulle.

—b+d

g, avec 62 = A ; la rotation s’écrit 2/ — w = e(z — w).
a

Second degré: z =
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