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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Opérations de base
a)z1+ 29 =44 2ietz; — 29 =2 — 6i.
b) z122 = 3 + 12i — 2i — 8i% = 11 + 10i.
c) On multiplie par le conjugué 1 — 4i :

(3-2i)(1—4i) 3-121—2—-8 —5—14i

1+ 16 17 17
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o Puissances de i

a) 2027 = 4 x 506 + 3, donc %% = i3 = —i.
b) (1+1i)2 = 2i, donc (1 +1)8 = (2i)* = 16i* = 16.

Qidt=—=-=-i

e Calculs de modules

a)vV9+16=51b)v25+144=13.c)v/1+3 =2
d) |2 +1i| |3 —4i] = v/5 x 5 = 5v/5.

. 1+i] V2
1-i 2

=1

o Partie réelle et imaginaire
_(2+38)(1+i)  2+2+3i-3 —1+5i

2 N 2 2
1 5 —1 — 5i
DoncRe(z) = —5 Im(z) = 5 et etz = 5 .
o , 1425 13 [2+43i* 13 L
Vérification : |z|* = ———— = — et ———— = —. Les deux valeurs coincident.
4 2 1-i2 2

o Premiéres formes exponentielles

2 )
a) Module v/2, cos§ = sinf = g donc 8 = % 1 +1i=+/2ei"4.

1 .
b) Module 2, cos 8 = —? sinf = 3 donc0— — —\/—-l—l 26157/6,

c) Module 2, cos@ = 0, sinf = —1, donc 8 = —% . —2i = 2e717/2,



° Vrai ou faux ?

a) Faux:z =1, 2' = —1 donnent 0 # 2.

b) Vrai : propriété du conjugué d’un produit.

c) Vrai: z+ Z = 2 Re(2).

d) Vrai : |cos @ + isin0|? = cos? § 4 sin? @ = 1.

e) Faux : z = —2i convient aussi, car (—2i)2 = —4.

° Une équation avec conjugué
On pose z = x + iy. L'équation devient 2z 4 2iy + i = 3z — 3iy — 4.

Parties réelles : 2¢ = 3x — 4, donc x = 4. Parties imaginaires: 2y + 1 = —3y, donc

__1
) i L ; 3i _ 3i
Solution:z =4 — E.Vérlﬁcatlon:2z—|—1=8—l—get3z—4=8—|—g.

o Deux grandes puissances

a) 1 +1iv/3 = 2e"/3 donc (1 +iv/3) = 64ei?™ = 64.

b) V3 — i = 2e7/6 donc (v/3 —i)10 = 1024e~57/3 = 1024e'"/3 car —5?” Pl

1
Ainsi le résultat est 1024 (5 + §1> = 512 + 512+/31i.

3



o Formules de Moivre pour 3x

D’aprés Moivre,

3 22 —isin®z

cos 3z +isin3z = (cosz + isinz)3 = cos3 z + 3icos? zsinz — 3cosz sin

3

Partie réelle : cos 3z = cos® z — 3 cos (1 — cos?z) = 4cos®z — 3 cos .

3

Partie imaginaire : sin 3z = 3(1 — sin® z) sinz — sin®z = 3sinz — 4sin’ z.

° Deux linéarisations

a)

) (e +e7 )t eli® 4 4e%T 4+ 6+ 4e7 " + e 2cosdz +8cos2z+6

cos*z = e — T =

b)

sind z — (e — e )3 B edi® — 3el® 4 eIz — 7%= _ 2isin3xz —6isinz  3sinz —
B (2i)3 N —8i N _8i - 4

0 Racines cubiques de Uunité
a)j3=1letj#1,donc0=75—1=(j—1)(1+j+ %) imposel +j+ 32 =0.0Onen
déduit 1 + j = —5%

b (144)° = (=) =~ = ~(%)° = ~1

1
c) 2026 = 3 x 675 + 1, donc j20%6 = (3P j = j = —= +

2 1

V3,
2



e Un trindme a coefficients complexes

A= (3+i)?—4(4+3i)=8+6i—16 —12i = —8 — 6i. Comme
(1-31))2=1-6i—9=—-8—6i,onprendd =1— 3i.
34+ (1—3i)
2
Contréle : la somme vaut 3 + i et le produit (2 —i)(1 + 2i) =4 + 3i.

,soitz=2—1ouz=1+ 2i.

z

e Une racine carrée complexe

Ona|—5+12i| = 13. Le systtme 2 — y? = —5, 2% + ¢ = 13, 2zy = 12 donne 2% = 4
ety? = 9.

Commezy =6 >0, zetyontle mémesigne: z2=2+3iouz=—-2— 3i.

Vérification : (2 + 3i)2 =4 +12i — 9 = —5 + 12i.

Q Image par une rotation
Lécriture complexe est zy —w = e ™/ 2(zpy —w) = —i(3 —i) = —3i+ i = -1 — 3i.
Donczy =1+4+2i—1-3i= —1i.

Vérification : QM = |3 —i| = V10 et QN = | — 1 — 3i| = V10.

° Lieux géométriques
a)Avecz =z +iy: 22 + (y—1)? = (z + 2)% + 32, soit —2y + 1 = 4x + 4, cest-a-dire
4z + 2y + 3 = 0. C'est la médiatrice du segment joignant A(i) et B(—2).
b) |z — (1 — i)| = 3 signifie que la distance de M au point d’affixe 1 —ivaut 3 : cest le

cercle de centre (1, —1) et de rayon 3.



G Un triangle équilatéral ?

_ 14 ,
a)c—a=2+2\/§ietb—a:4,doncz ?_ +21\/§=e”'/3.
—a

b) Le module vaut1: AC = AB. L'argument vaut g : langle BAC mesure 60°. Un

triangle isoceéle ayant un angle de 60° est équilatéral. Le périmetre est

3xAB=3x4=12.

a Inverse et puissance d’un complexe

a) Pour z # 0, léquation équivaut a 22 — z 4+ 1 = 0, de discriminant A = —3, donc
_1EWE s

2
b) Pour z = €3, 23 = el™ = —1, donc 2% = 1. Or 2026 = 6 x 337 + 4, donc
ar/3 _ _ 1 \/§ :

— — —1i

2 2

z

42026 _ 4 _ o

6 Les six racines de -64
—64 = 64e'™, donc 25, = 2e("/6+*7/3) hourk =0,...,5.
20=vV3+i:z21=2i;20=—3+1i;23=—V3—i;z24=—-2i;25=v/3—1
Les six points sont sur le cercle de centre O et de rayon 2, séparés par des angles de § sils

forment un hexagone régulier. Contrdle : (2i)% = 64i% = —64.



e Une somme binomiale trigonométrique

a) 1 + el = ei®/2(e~i/2 | &1%/2) = 2 cos % eit/2
n
b) Par le bindme, Z (k) e = (14 &)™ = 2" cos™ 2 /2§ en est la partie réelle :
k=0
n

S = 2" cos™ %cos -

1
c) S = 16 cos* %cosw = 16 x i (—1) = —4. Directement :

1-1+4-0+6-(—1)+4-0+1-1=—4

@ Valeur exacte de cos(2mt/5)

a)w® =1letw#1,donc(w—1)(1+w++---+w?) = 0impose la somme nulle.

— 2 4
b) w* = wetw?® = w?. Donc1—|—2cos?ﬂ- —|—2005?7r = 0. Avec cos 2a = 2cos?a — 1:

4
cos?”:2c2—1,d'ou1+2c+4c2—2=0,soit4c2+2c—1=0.
—2+25 or V5 —1

.Comme — < —,¢>0:¢c=

8 ) 2 4

c)A=4+16 = 20,doncec =

@ Une équation @ homographie

2ir/3

w3 = 1 donnew € {1, 7,42} avec j = e?™3. Orw = 1 estimpossible, car z+i =z —ina

pas de solution.

14+w
Pourw;é1:z—|—i=wz—wi,doncz=—i1+ :
—w
. 14+w e /3 4 gin/3 2 cos(7/3 i
Avec w = e27/3 . + = + = (/) = ,donc z = ——. Avec

1-w e _ein3  2isin(r/3) /3 V3
1

w= 3 on obtient le conjugué du quotient, donc 2z = ———.

V3
V3

Solutions : 2 = +——.

3
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