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21 exercices classés par difficulté (* facile, ¥ % moyen, % %% difficile). Cherche

d’abord sans regarder le corrigé !

° Mesures d’intervalles
Calculer A([2,5]U]7, 9[) puis A({1,2,3}) et A(N).

° Tribu engendrée

Sur X = {1,2, 3,4}, déterminer la tribu engendrée par A = {1, 2}.

e Combinaison de mesures de Dirac

Soit u = 387 + 284 sur R. Calculer ([0, 2]), ([1,4]), p(]1,4]) et u(R).
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o Intégrale d’'une fonction étagée

Calculer [ fdX pour f=2- Lo +9-1pa+3-1igg

° Rationnels et intégrale

Calculer f[O,l] 1g dX puis f[O’l](w + 1g(z)) dA(z).

° Egalité presque partout

Soit f(z) = 2 sauf aux points 0, 5 et 3 ol f vaut 7. Calculer f[o g fdA

° Vrai ou faux ?

Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse en justifiant. (a) Toute réunion dénombrable de
parties négligeables est négligeable. (b) A(]0, 1[) = A([0, 1]). (c) Toute fonction Lebesgue-

intégrable sur ]0, 1] est bornée.

o Continuité des mesures

(a) Pour A, = [0,1 — %] (n > 2), calculer A(J 4y) et lim A(A4,,). (b) Pour B, = [n, +0o0],
comparer A([) By) et lim A(B,,). Que constater ?

o Un ouvert dense de petite mesure

On numérote Q N [0, 1] = {q1,q2,...} eton pose O = Uy lak — 567, @k + i [ avec
e = 0,1. Montrer que A(O) < 0,1, que O contient les rationnels de [0, 1], et que [0,1] \ O

n'est pas négligeable.



Q Fonction partie entiére

Montrer que & > || est mesurable et calculer f[o 3] |z | dA.

0 Convergence monotone et puissance

Calculer Jig &~ 1/3 dX en utilisant f, = w‘1/31[1/n,1]-

Q Intégration terme a terme d’une série

2

+00
z 1 , LT .
Montrer que dr = E —, valeur égale a — (admise pour la somme).
0 n2 6

@ Limite d’une intégrale sur [0,1]

Déterminer limy,, o0 fol (1 + %)n dx.

Q Fatou et masse qui s’échappe

Soit fr, = L[pn+1)- Calculer [ fn. liminf f, et vérifier Fatou. Le théoréme de convergence

dominée s’applique-t-il ?

0 Convergence dominée avec un sinus

+o0

Calculer lim M dz.
n—oo Jq 3;(]_ + 3;2)



G La limite de (1= x/n)~n

Soit fn(z) = (1 — %)nl[o,n] (x). Montrer que f0+°° fn — 1 par convergence dominée, puis

vérifier avec le calcul exact.

° Pas de domination possible

Soit fn = M 1jg,1/n[ sur ]0, 1]. Montrer que sup,, f, n'est pas intégrable ; conclure sur

lusage de la convergence dominée.

Q Un ensemble de Cantor de mesure positive

A Uétape n > 1, on retire de chaque intervalle restant un intervalle ouvert central de sorte
que Uon retire en tout 271 intervalles de longueur 4~ (on admet que cela reste possible).

Calculer la mesure de Ulensemble K obtenu. Peut-il contenir un intervalle ?

e Fatou et suites bornées en intégrale

Soit f, > 0 mesurables avec f,, — f presque partout et ffn < M pour tout n. Montrer
que [ f < M. Application : f,(z) = (n + 1)z™ sur [0, 1].

@ Mesure a densité

Pour A € B([0,1]), on pose ¥(A) = [, 2z d\(x). Montrer que ¥ est une mesure, puis
calcuter ([0, 1]), »([0, §]) et v({z}).

Q Riemann impropre et Lebesgue

sin &

Montrer que  +— n'est pas Lebesgue-intégrable sur ]0, —|—oo[, alors que son intégrale

de Riemann impropre converge (vers 71'/2, admis).
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