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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Mesures d’intervalles

Les deux intervalles sont disjoints, donc par additivité A([2, 5]U]7,9]) = 3 + 2 = 5. Les
singletons sont de mesure nulle : A({1,2,3}) = 0. Enfin N est dénombrable, donc
A(N) =o0.

° Tribu engendrée

La tribu doit contenir @, X, A et le complémentaire A¢ = {3,4}. Cette famille
{0,{1, 2}, {3,4}, X} est stable par complémentaire et réunion, c'est donc la plus petite

tribu cherchée : elle a 4 éléments.
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° Combinaison de mesures de Dirac

u(A) =314(1) +214(4). On obtient u([0,2]) = 3 (seul 1y est), u([1,4]) =3+ 2 =5,
w1(]1,4]) = 0 (ni 1 ni 4) et u(R) = 5.

o Intégrale d’'une fonction étagée

[ Fdx=2X([0,1]) + 5A([1,4]) + 3A([4,6]) =2x 1+5x3+3x2=2+15+6 =23

o Rationnels et intégrale

1g est étagée et [1g = A(QN0,1]) = 0. Par linéarité, [(z + 1q) = fol zdr+0=1.

o Egalité presque partout

L'ensemble {O, o5 } est fini donc négligeable : f = z? presque partout. Ainsi
1 2

f[O,l] fd\ = f dx =

° Vrai ou faux ?

(a) Vrai : sous-additivité, A(lJ Nx) < >0 = 0. (b) Vrai: les deux bornes sont des

~1/2

singletons de mesure nulle. (c) Faux: @ est intégrable sur ]O, 1] (intégrale 2) mais non

bornée.

o Continuité des mesures

(a) La suite est croissante, de réunion [0, 1[; A([0,1[) = 1 et A(4,) =1 — & — 1:égalité.
(b) Suite décroissante, (| B, = 0 donc A(() B) = 0, alors que A(B,,) = +00 pour toutn :
les deux valeurs different. L'hypothese u(Bg) < +o0o de la propriété (iv) est indispensable.



o Un ouvert dense de petite mesure

Le k-iéme intervalle a pour longueur 8/2k. Par sous-additivité,
A(0) < 3Y°,-1€/2% = £ = 0,1. Chaque gj, est le centre de son intervalle, donc
O D> QnN[0,1]: O estdense dans [0, 1]. Enfin A([0,1]\O) >1-0,1=0,9 > 0:ce

fermé relatif est donc de mesure strictement positive, et il ne contient aucun intervalle.

0 Fonction partie entiére

Sur [0,3[ [z] =01+ 1- 19+ 2- 1jg3: cest une fonction étagée, donc
mesurable. Son intégralevaut0 X 1 +1x1+4+2x1=3.

0 Convergence monotone et puissance

La suite (fy) est positive, croissante, de limite 2~1/3 sur]0,1]. On a
[fn= fll/n e 3de = %(1 — n_2/3) — % Par convergence monotone,
-1/3 _ 3

e Intégration terme a terme d’une série

re %

e? —1 l1—e®
. /. . ) 7 +00 —nx . 1 . g .
monotone (version serie) autorise 'echange. Or fo ze "dr = — (integration par
n

2
T
parties). Donc lintégrale vaut Zn21 n 2= ry ~ 1,645.

Pour 2 > 0, =Y .~ e ™. Les termes sont positifs : la convergence

@ Limite d’une intégrale sur [0,1]

Pour z € [0,1], (1 + %)n — €. Domination : 1 + t < et donne (1 + %)n <e*<e,

constante intégrable sur [0, 1]. Par convergence dominée, la limite vaut fol e’dr =e — 1.



@ Fatou et masse qui s’échappe

[ fn = 1. Pour tout z, fp(z) = 0 dés que n > z: liminf f, = 0, d'intégrale 0. Fatou
donne 0 < 1, inégalité stricte. Une domination g > f,, imposerait g > 11,400, dont

Uintégrale est infinie : pas de fonction dominante intégrable, le théoreme ne s’applique pas.

Q Convergence dominée avec un sinus

nsin(z/n) . : o
Pour £ > 0, ————— — 1 (limite de sint/¢ en 0 avec t = x/n). Domination :
x
. nsin(z/n) . - 1
sint| < |¢| donne |—‘ < 1, donc lintégrande est majoré par g(z) = 22
x x

intégrable sur |0, 400 (intégrale 7/2). La limit t/+oo do T
intégrable sur oo/ (intégrale /2). La limite vau = —.

J ’ J 0 1 + :1:2 2

° La limite de (1= x/n)~n

Pour z fixé, fp(z) -+ e Pour0 <z <n,0<1—- 2 < e~ %/" donc 0 < fn(z) < €77,
intégrable d’intégrale 1. Conclusion : ffn — 0+°° e *dx = 1. Vérification :

M= 2)ydg = —— 51

n+1

a Pas de domination possible

Sur]k+r1, %[ fn(x) =nsin < 1/z, cest-a-dire pour n < k: sup,, fr = k presque
partout sur cet intervalle. Donc [sup,, frn > D toq k(% — ﬁ) = o1 Wll_ = +00.
Toute fonction dominante serait > sup,, f,, donc non intégrable : le théoréme ne s’applique

pas, et d’ailleurs ffn =1-»0.



° Un ensemble de Cantor de mesure positive

., —14-n __ -n—-1_ 1

La mesure retiréeest Y -, 2" 747" =3 -, 27" = 5. Comme

K =[0,1] \ U (intervalles retirés), A\(K) = 1 — 3 = 1 > 0. K ne contient aucun
intervalle : a chaque étape on retire un morceau au milieu de chaque intervalle restant, dont

les longueurs tendent vers 0. C’est un fermé de mesure positive d’intérieur vide.

e Fatou et suites bornées en intégrale

Presque partout, f = lim f,, = lim inf f,,. Le lemme de Fatou donne
ff < liminfffn < M. Application : fol(n + 1)z"dz =1 = M, et fno(xz) — 0 pour
x < 1, donc f = 0 presque partout et ff = 0 < 1. Ici linégalité est stricte, il n'y a pas

convergence des intégrales.

@ Mesure a densité

v(0) =0.Si A =] Ak, alors1 42z = >, 14,2z avec des termes positifs, et la
convergence monotone (version série) donne v(A) = . v(Ay) : v est o-additive. Valeurs :
v([0,1]) = fol 2cdz =1;1([0, 3]) = 3 ;v({z}) = 0car A({z}) = 0. v est une mesure
de probabilité.

0 Riemann impropre et Lebesgue

1 1 Ty
Sur [km, (k+ 1)7], = > T+ et k(:ﬂ) | sinz|dz = 2, donc
(k+1)7 |sin z| - 2
e x ~ (k+ )7
sin

. En sommant sur k, la série harmonique diverge :

jio +o0 ‘— ‘d/\ = 400. La fonction n'est pas Lebesgue-intégrable, bien que lintégrale
’ i

impropre converge (par oscillations).
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