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Que devient une valeur quand on la pousse tres loin, ou qu’on s’approche d’un
point interdit ? Une tasse de thé finit par atteindre la température de la piéce, une
population de poissons plafonne, un taux de remplissage ne dépasse jamais 100
%. Les limites de fonctions donnent un langage précis pour décrire ces
comportements, et elles te permettent de repérer les asymptotes d’'une courbe.
Dans ce chapitre, tu apprends a lire une limite, a la calculer et a lever les cas

difficiles.
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1. Limite d’une fonction en Uinfini

© Limite infinie en +oo
On dit que f tend vers +00 quand z tend vers +oo si tout intervalle de la forme

]A ; +00[ contient toutes les valeurs f(x) dés que x est assez grand. On écrit

xEI-Poo f(.’B) e

0 Py e

On dit que f tend vers le réel £ quand T tend vers +00 si tout intervalle ouvert

contenant £ contient toutes les valeurs f(x) dés que z est assez grand. On écrit

lim f(z)="~¢

r—+00

Les définitions en —00 sont analogues, avec & « assez négatif ». Une fonction n’a pas toujours de

limite : cos  oscille sans jamais se stabiliser quand £ — +00.

° Limites de référence en Uinfini
Pour tout entiern > 1 :

e lim 2" =400, lim vz =400, lim e* = +00;

T——+00 r—+00 r——+00
) 1 ) 1 ) z
e lim — =0, im — =0, lim e*=0;
z—+oo " z—+00 \/5 ——00

e lim z" = +00 sin est pair et —00 si 7 est impair.
T——00



G Exemple 1
b2 — 3z +1

Calcule lim )
grtoo 2x2 4+ —7

Le numérateur et le dénominateur tendent vers +00 : on factorise le terme dominant.
5z —3c+1 2*(5-7+5) 5-2+
Pour z # 0. 032 7 T 2 17\ 1

1
72
-
22

Comme % et % tendent vers 0, le quotient tend vers 2

2. Limite en un point

Quand z s’approche d’un réel a, on distingue Uapproche par la gauche (\(xpar la droite (x > a,

notée z — a™). Si les deux limites existent et sont égales, c’est la limite en a.

° Limites de référenceen 0

.1
= —00, lim — = +o00. Plus généralement, pour une

.1 :
lim — =400, lim — =
z—0t T z—0- T z—0 2
puissance paire, la limite en 0 est +00 des deux cOtés ; pour une puissance impaire,

elle change de signe selon le cote.

Pour une fonction construite avec des opérations usuelles (polyndme, fraction, racine,
exponentielle) et définie en a, la limite en a est tout simplement la valeur f(a). Le probleme

apparait quand le dénominateur s’annule.



Le numérateur tend vers 4, strictement positif. Pour x — 37, £ — 3 tend vers 0 par
valeurs positives, donc liI:I))lJr f(z) = 400. Pourz — 37, — 3 tend vers 0 par
T—>

valeurs négatives, donc lirgl f(z) = —oo. La fonction n'a pas de limite en 3.
T—o"

3. Asymptotes horizontales et verticales

0 Asymptotes

o Si lirjl f(z) = £ (ou en —00), la droite d’équation y = £ est une asymptote
T—+00

horizontale a la courbe.

e Si lim f(z) = +o00ou lim f(x) = oo, la droite d’équation £ = a est une
z—at T—a~

asymptote verticale.
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f(2)=5
5@
4 f(4)=3
oft=
3 d ———-
3 2 1 2 3 4 5 6=
-2 !
-4
. . 2z4+1 :
Sur la figure, la fonction f(z) = s'écrit aussi 2 + : elle tend vers 2 en 00
w J—

(asymptote y = 2) et explose prés de 1 (asymptote £ = 1).



4. Opérations sur les limites

Pour trouver la limite d’'une somme, d’un produit ou d’un quotient, on combine les limites de

chaque morceau. Dans les tableaux, £ et £’ sont des réels et « Fl » signifie forme indéterminée.

lim f ¢ 14 +00 —00 +00
lim g I +o00 +00 —00 —00
Lim(f + g) L+ /Y +00 +00 —00 Fi
lim f £#0 0 +o0 +o00 —00
limg +00 +oo 400 —00 —00

lim(f x g) too(régledessignes) FI 400 —o0 +o0

Pour un quotient — :
g9
lim f
2
o silim f=/etlimg= 400, lalimite est0;

o silimg=2/¢ #0, la limite est

e silim f =/ +# 0etlimg =0, la limite est infinie, son signe se déduit du signe de g prés du
point ;

00 0 L, .,
e lescas — et 6 sont des formes indéterminées.
o0

Attention au signe de zéro

Ecrire « % = 400 » est faux : il faut préciser si le dénominateur tend vers 0 par

valeurs positives (noté 0™) ou négatives (07). Etudie son signe avant de conclure.



5. Formes indéterminées

. . 00 .
Les quatre formes a connaitre sont oo — oo, 0 X 00, — et 6 Dans ces cas, les regles ne
00

permettent pas de conclure : la limite peut valoir n'importe quoi, il faut transformer Uexpression.

Lever une forme indéterminée

1. Pour un polynéme ou une fraction rationnelle en 00 : factoriser le terme de plus

haut degré au numérateur et au dénominateur.
2. Pour % avec des polyndmes : factoriser et simplifier le facteur qui s’annule.
3. Pour une différence de racines : multiplier et diviser par la quantité conjuguée.

4. Pour mélanger z, In z et e” : utiliser les croissances comparées.

G Exemple 3
Calcule lim (\/ x2 4+ 4x — :13) : c'est une forme 0o — 0.

r——+00

On multiplie par la quantité conjuguée :

2 2
+4z) — =z 4z
Vzitd4r —z= (=@ = :
vzl +4zx +zx vzl +4x +x
. 4 _ 4
Pour x > 0, on divise par z : , qui tend vers = 2.

J1+4 41 et



6. Croissances comparées

° Croissances comparées

Pour tout entiern > 1:

z

e lim — = 400, cest-a-dire lim z"e *=0;
z—+oo ™ T—+00

e lim z"e*=0;

Tr—r—00
Inz .
e lim — =0et lim z"lnz =0.
z—4+oo T z—0t

404

30

20

10 =9

En un mot : lexponentielle écrase les puissances, et les puissances écrasent le logarithme.

e Exemple 4

Calcule lim (z* — 3z)e™.
z—+00

On développe : (22 — 3z)e™® = z2e™® — 3z e~®. Par croissances comparées,

z2e % > 0etze® — 0. La limite vaut donc 0.



7. Théorémes de comparaison

° Comparaison et gendarmes

o Si f(z) > g(z) pour z assez grand et lim g = +o00, alors lim f = +00. Si
f(z) < g(z) etlimg = —o0, alors lim f = —oo0.

e Théoréme des gendarmes : si g(z) < f(x) < h(z) pour x assez grand et si

limg=1limh = ¢, alors lim f = £.

A
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G Exemple 5
. . . ) sin
Montre que lim (2 + sinz) = 400, puis que lim = 0.
z—+00 z—+00 I

Pourtoutz,sinx > —1,doncx +sinx > —1.0rz — 1 — +00 : par

comparaison, £ + sinx — +00.

) 1 sinx 1
Pourxz >0, —1 < sinz < 1donne —— < < —. Les deux bornes tendent
T L T
. L sinx
vers () : d’aprées le théoreme des gendarmes, — 0.

T



8. Limite d’'une composée

° Composée

Soit a, b et ¢ des éléments de R ou égaux a £00. Si lim f(z) = betlimg(y) = c.
T—a y_)b

alors alclirtllg(f(m)) =c

Méthode

1. Repére la fonction « intérieure » f et la fonction « extérieure » g.
2. Calcule la limite b de f.

3. Calcule la limite de gen b : c’est la réponse.

G Exemple 6
—1/:1: 2x + 1

Calcule lim e et lim )
r—+00 r——+00 xr

Pour la premiere, —% — 0ete? — €% =1 quand y — 0, donc la limite vaut 1. Pour

2 1 1
S =2—|———>2,puis\/§—>\/ien2:lalimitevaut\/§.
T

la seconde,
a5

° Astuce de Zyro

Sur ma planéte, on dit qu’une limite est une promesse : « Si tu t'approches assez, je
me rapproche autant que tu veux. » Avant de calculer, demande-toi toujours vers quoi

tend chaque morceau, et si le signe d’un zéro compte !



A retenir

lim f = £ en 00 donne lasymptote horizontale ¥y = £ ; une limite infinie en @ donne

lasymptote verticale £ = a.

En un point ou le dénominateur s’annule, étudie la limite a gauche et a droite en précisant

le signe de 0T ou 0.

Les quatre formes indéterminées sont oo — 00, 0 X 00, % et % :on les leve en

factorisant, en simplifiant ou avec la quantité conjuguée.
Croissances comparées : €* lemporte sur £", qui lemporte sur In z.

Comparaison : minorer par une fonction qui tend vers 400, ou encadrer avec les

gendarmes.

Composée : on enchaine les limites, de Uintérieur vers Uextérieur.
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| Entraine-toi : défi express de
i Changer de niveau
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Niveau : Terminale

6 questions au hasard, correction tout de suite.

ancer le défi
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<" Zyro te conseille la suite

# Exercices de maths = Contréles de maths

Limites de fonctions : exercices de maths Limites de fonctions : contréle de maths

Terminale Terminale

QCM de maths # Exercices de maths

Limites de fonctions : QCM de maths Continuité et théoréme des valeurs

Terminale intermédiaires : exercices de maths
Terminale

# Exercices de maths = Controles de maths
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Dérivation et convexité : exercices de Continuité et théoréme des valeurs
maths Terminale intermédiaires : contrdle de maths
Terminale

Zyro vous emmeéne sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planéetes du savoir et leurs applis.
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