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° Une limite par -6
Pour tout z, | f(z) — 17| = |52 — 15| = 5|z — 3|.

Soite > 0;en posantd = €/5, | — 3| < d entraine |f(x) — 17| < 5 = €. La limite vaut
donc 17.

Pour € = 0,01, on prend § = 0,01/5 = 0,002.

a Limite d’'un polynome
Un polynéme est continu sur R, donc la limite est la valeur en —1:

(-1)24+3x(-1)—-2=1-3-2=—-4

La limite vaut —4.
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° Limite en Uinfini d’'un quotient

, &l —ztl _A-gta
- 22245 2+ 5

On factorise par @

Le numérateur tend vers 4, le dénominateur vers 2 : la limite vaut 5 = 2.

o Limite a gauche et a droite
Siz — 47, x — 4 est négatif et tend vers 0 : f(z) — —oo.
Siz — 4%, £ — 4 est positif et tend vers 0 : f(z) — +oo.

Les deux limites sont différentes : f n’a pas de limite en 4.

o Partie entiéreen 3

Pour z € [3,4[, E(z) = 3: la limite a droite est 3 = E(3), donc E est continue a droite en
3.

Pour z € [2,3[, E(z) = 2: la limite & gauche est 2 # E(3) = 3.

E n'est donc pas continue a gauche, ni continue, en 3.

o Prolonger par continuité

(z —3)(z+3)
z—3

La continuité en 3 impose k = lim,_,3 f(x), cest-a-dire k = 6.

Pour z # 3, f(x) =

=z 4 3, donclim,_,3 f(x) = 6.



e Une racine carrée par le TVI
Posons g(z) = 22 — 7, continue sur [2,3]. Ona g(2) = =3 < 0etg(3) =2 > 0.

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]2, 3[ tel que g(¢) = 0, donc

c? = 7 (on retrouve ¢ = VT~ 2,646).

o Une limite trigonométrique

sin(3z sin(3x
Pourw#O,L=3x L
T 3x
sinu
Avecu = 3x — 0, —— — 1. Par composition et produit, la limite vaut 3 x 1 = 3.

u

o Le théoréme d’encadrement
Pour tout £ # 0, —1 < cos(1/z) < 1, donc —z2 < z?cos(1l/z) < z2.

Les deux bornes tendent vers 0 en 0 : par encadrement, la limite de 2 cos(1/z) est 0.

Q Pas de limite pour sin(1/x)
1

Posons &, = — et y, = —————. Ces deux suites tendent vers 0.
nmw

/2 + 2nm

On a f(z,) = sin(nw) = 0 pour tout n, donc f(z,) — 0, et f(y,) = sin(7/2 + 2n7) =1
,donc f(yn) — 1.

Les limites sont différentes : par la caractérisation séquentielle, f n'a pas de limite en 0.



0 Cosinus égal a x

Posons g(z) = cosz — z, continue sur [0,1]. Ona g(0) =1 > O et
g(1) =cos1—1~ —0,46 < 0: par le TV, il existe une solution.

De plus g est strictement décroissante sur [0, 1] (somme de cos, décroissante sur [0, 7], et

de —x) : la solution est unique.

Comme ¢(0,7) =~ 0,065 > 0 et g(0,8) ~ —0,103 < 0, la solution est dans ]0,7; 0,8[ ; elle

vaut environ 0,739.

© image un segment

f est continue sur le segment [—2, 2] : son image est un segment [m, M].

La dérivée f'(z) = 322 — 3 s'annule en £1. Les valeurs aux points remarquables sont
f(=2)=-27(-1)=27f1)=-2f(2)=2

Le minimum est —2 et le maximum est 2: f([—2,2]) = [-2, 2].

e Une bijection et sa réciproque

f est continue et strictement croissante (produit :13(:1: + 2) de deux fonctions positives
strictement croissantes), f(0) = 0 et f(x) — 400 : c’est une bijection de [0, 400 sur
[0, +o00].

Dey= a2+ 2z ontire (z +1)2 =14y doncz = 4/1+y— lcarz > 0. Ainsi
) =v1+y-1

f71(15) = V16 — 1 = 3, cohérent avec f(3) = 9+ 6 = 15.



@ Limite d’une fonction monotone

On écrit f(z) =1 — Comme 1 + z2 croit sur [0, +o0],

décroit, et f est

1+x2 1+ 2

croissante.

De plus f(:c) < 1: f est majorée. Une fonction croissante majorée a une limite finie en 4o00.

Ici — 0, donc limg_, 1o f(z) = 1 (par exemple f(3) = 0,9).

1+ 22

e Un point fixe

Posons g(z) = f(z) — z, continue sur [0, 1].
9(0) = £(0) > Ocar f(0) € [0,1], et g(1) = f(1) -1 < Ocar f(1) < 1.

Si g(0) = 0o0u g(1) = 0, on a un point fixe. Sinon g(0) > 0 > g(1) et le TVI donne
¢ €]0,1[ avec g(c) = 0, soit f(c) = c.

G Racine carrée uniformément continue

Supposons £ >y > 0. Alors 0 < 4/z — VY < VT + \/¥, donc

Ve-vi)'< (V- (Ve + i) =z —gdoivz - <z —y
Par symétrie, |/ — \/y| < 4/|z — y| pour tous z,y > 0.

Soite > 0;avec § = €2, |x — y| < § entraine [/ — /y| < €. La fonction est

uniformément continue.

a Le carré n’est pas uniformément continu

1 1
Posons &, = nety, =n+ —. Alors |z, —y,| = — — 0.
n n

1
Maisy%—m%=2—|——2 > 2.
n
Pour € = 1, aucun § > 0 ne convient : dés que % < éd,ona |y,2% — m%l > 2 > 1. La fonction

n'est pas uniformément continue sur R.



° Les fonctions additives continues
Avecz =y =0, f(0) = 2£(0) donc f(0) = 0. Avecy = —z, f(—z) = —f(z).
Par récurrence, f(n) = nf(1) = na pour n € N, puis pour n € Z par imparité.

Pour 7 = p/qrationnel, ¢f(p/q) = f(p) = pa, donc f(r) = ar.

Soit x réel ; il existe des rationnels r,, — x. Par continuité,

f(x) =lim f(r,) = limar, = az.

e Une fonction définie avec la partie entiére
Surln,n + 1, E(z) = net f(z) = n + (z — n)? est un polynéme : f est continue.

En un entier n: a droite f(z) = n + (z — n)?2 — n = f(n) ;4 gauche, E(z) =n — L et
fx)=n—-1+(z—-n+1)2—>n—-1+1=n= f(n)

Les limites & gauche et a droite valent f(n) : f est continue sur R.

F(2,5) = 2 + 0,52 = 2,25 et £(—0,5) = —1 + 0,52 = —0,75.

@ Réciproque de x3 + x

f est continue et strictement croissante (somme de deux fonctions strictement croissantes).

Ses limites en —o0 et +00 valent —oo et 400 : par le TVI, f(R) = R.

Le théoréme de la bijection montre que f est bijective de R sur R et que f_1 est continue,

strictement croissante.

Ona f(1) =2donc f71(2) =1,et f(2) =8+ 2 =10donc f1(10) = 2.
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