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Intégrer, c’est mesurer une accumulation : une aire, une distance parcourue, une
qguantité de chaleur. Ce chapitre construit lintégrale de Riemann, la relie aux
primitives et vous donne les trois grandes techniques de calcul : intégration par
parties, changement de variable et décomposition en éléments simples. Il se

termine par les intégrales généralisées.
1. L’intégrale de Riemann

b
Soit f une fonction continue sur un segment [a ; b]. On note / f(z) dz son intégrale : lorsque f
a

est positive, c’est l'aire du domaine compris entre la courbe, laxe des abscisses et les droites

x = a etz = b. Lorsque f change de signe, les aires situées sous l'axe comptent négativement.
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0 Définition

Une fonction f est continue par morceaux sur [a ; b] s'il existe une subdivision finie de

[a ; b] telle que f soit continue sur chaque intervalle ouvert et admette des limites
finies aux bornes. Toute fonction continue par morceaux est intégrable au sens de

Riemann.
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° Propriétés de Uintégrale

b b b
Linéarité:/()\f—l—ug)z)\/ f—i—u/ g
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Relation de Chasles : / f= / f+ / f.
a a Cc
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Positivité : si f > 0 eta < b, alors / f = 0. Par suite, si f < g, alors
a
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Inégalité triangulaire :
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Valeur moyenne : p =




2. Sommes de Riemann

b—a

Découpons [a ; b] en n intervalles de méme longueur . La somme de Riemann de f est

b—a

Z f(a + k—) : c'est l'aire de n rectangles minces.
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o Théoréme

b
Si f est continue sur [a; b], alors S, tend vers / f(z) dz quand n — +00. En
a

particulier, —Z f( ) / f(x) de.

G Exemple 1 : une limite de somme

n n
n 1 1
Soitu,, = —— . Onécritu, = — —————  somme de Riemann de

f(z) =

5 sur [0;1]. Donc uy, = arctanl = %



3. Primitives et théoréme fondamental

o Primitive

Une primitive de f sur un intervalle I est une fonction dérivable F' telle que F' = f

sur I. Deux primitives différent d’une constante.

o Théoréme fondamental

T
Si f est continue sur I eta € I, la fonction  +—> / f(¢) dt est Lunique primitive de
a

f qui s’annule en a. Pour toute primitive F' de f:

b
/a f(z) dz = F(b) — F(a) = [F(z)]"

Voici les primitives usuelles a connaftre par cceur (la constante C est omise).



Fonction f Primitive F'
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G Exemple 2 : calcul direct

Z

]0; +00[ en général

] —00;0[0u]0;+00]
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/12 (?“2 B l)d"’ = [¢* —Ina]; = (8—In2) - (1 - 0) =7—In2



4. Intégration par parties

° Formule

Si u et v sont de classe C'! sur [a;b]:

b b
/ u(z)v'(z) dz = [u(w)v(w)]z —/ u'(z)v(z) dz.

Méthode

1. Repérer le facteur que la dérivation simplifie (polynéme, In 2, arctangente) : ce sera

U.
2. Le reste est ¥’ : en trouver une primitive v.

3. Appliquer la formule et calculer la nouvelle intégrale, plus simple.

G Exemple 3 : intégration par parties

e 1 w2

Calculons zlnzdz. Posonsu =Inz etv' = 2, doncu’ = — etv = - Alors
T

1

¢ z2 € €z e? e2 —1 e2+1

Inzdr = |—1 — —dr = — — = )
/la:nac T [2 nw]l /1 > T > i T

° Le coup de Zyro

Pour intégrer In x seul, écrivezlnz = 1 X In z et posez v’ = 1 : vous obtenez la

primitive zlnz — 2.



5. Changement de variable

° Théoréme

Si @ est de classe C'! sur [a; B] et f continue sur lintervalle contenant ([a; A]).

¢(B) B
alors dr = t)) ©'(t) dt.
/M f@)da= [ Ho®)¢'®)
Méthode

1. Choisir la substitution u = ¢(t) qui fait apparaitre du = ¢’ (t) dt.
2. Changer aussi les bornes.

3. Calculer la primitive en u puis évaluer : on ne revient pas a t.

G Exemple 4 : changement de variable

1
/ 2::_ T dz : avecu = 22 + 1, du = 2z dzx : les bornes deviennent 1 et 2. Donc
0o X
1 (2 du _ In2

Uintégrale vaut —
J 2 ), w2

Attention

Oublier de changer les bornes ou le facteur d est Uerreur la plus fréquente. Vérifiez

aussi que  est bien C1 surle segment.



6. Fractions rationnelles

P(z
Pour intégrer % on commence par la division euclidienne si deg P > deg @, puis on
T
, s . A A Bz+C =
décompose le reste en éléments simples : , ou (discriminant
t—a (z—a)* z2+pr+gq
négatif).
Méthode

1. Factoriser le dénominateur.
2. Ecrire la forme de la décomposition avec des coefficients inconnus.
3. Les trouver (multiplier par £ — a puis évaluer en @, ou identifier).

4. Intégrer terme a terme : In |:13 = a|, puissances, ou arctan apres mise sous forme

canonique.

G Exemple 5 : éléments simples

rz—1
z+1

1 1 1 1 5 ]1 n [ imiti tlln
= — _ . r . , . 1
x?—1 2\z—1 z+1 e sy 1L 7 e, e piliiive 62t -

t/?’ dz 1 ln1 1111 11n3
e —_— = — — — — | =—In—.
o z2—1 2 2 3 22

Pour un trindme sans racine réelle: 22 + 2z + 5 = (:1: + 1)2 + 4, d’ou
d 1 1
/ z = —arctan T+ + C.

z2+4+2x+5 2 2
7. Intégrales généralisées

Quand lintervalle est non borné ou que la fonction explose a une borne, on définit Uintégrale

comme une limite.



0 Définition
+o0 A

Si f est continue sur [a; +00], lintégrale f est convergente si lim f
o A—+o0 J,

existe et est finie ; cette limite est sa valeur. Sinon elle est divergente. On procede de

méme en une borne ou f n'est pas définie.
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° Intégrales de Riemann

J / t_a converge si et seulement sia > 1.
1

1 dt . .
° t_a converge si et seulement si a < 1.
0

Comparaison. Si0 < f < g, la convergence de [ g entraine celle de [ f, et la divergence de [ f

entraine celle de f g.



G Exemple 6 : deux intégrales généralisées

A +o00
/ e fdr=1—e4 51, donc/ e *dxr =1.Et
0 0

1 1
/lnwdmz[mlnw—w]i:—l—slne+e—>—1:/ Inzdz = —1.
0

€

A retenir

b
/ f = F(b) — F(a) pour toute primitive F d’une fonction continue f.
a

Une somme de Riemann — > f(k/n) converge vers fol I
n
Par parties : [uv' = [uv] — [w'v; on change les bornes avec la variable.

Fraction rationnelle : division, factorisation, éléments simples, puis In et arctan.

+o00

, t%dtconvergesia > 1; fol t~%dt converge sia < 1.
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