Intégration et primitives : exercices corrigés de
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Le livre d’exercices corrigés de maths Maths Sup

Tout le programme en un seul PDF de 134 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Primitives @ connaitre
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Chaque résultat se vérifie en dérivant.

o Intégrale d’un polynome
Une primitive de 322 — 2z + 1 est 23 — 22 + . Donc
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° Trois intégrales usuelles

A= —cost];rz—cos7r+cos0=1+1=2.
B= _lnt]j=1—0=1.

et e3—1
C= ] - .
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o Aire sous une parabole

Ona f(x) = (4 — ) > 0 sur [0;4], donc laire est lintégrale de f.
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/0 4z — z*) dx = [2:3 3 ]0 32 3 7
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L'aire vaut 3 ~ 10,67 unités d’aire.

o Vrai ou faux ?
4

472
a) Vrai : ¢ — 3 est impaire, ou directement [T] , = 4—-4=0.

N =

1
b) Vrai : sur [0;1], 22 < z, donc par croissance de lintégrale 3 <

$2

2
c) Faux : avec f(z) = = — 1,/ (x —1)dz = [— — w]z = 0 alors que f(0) = —1.
0

2

o Chasles et linéarité
5 0
Par Chasles, / f=54(-3) = 2. Puis / f=-2
0 5

5
Parlinéarité,/ (2f—3g9)=2x2-3x4=-8
0



° Valeur moyenne

1 4 17, 4

On retrouve f(2,5) = 6 : pour une fonction affine, la valeur moyenne est atteinte au milieu

de lintervalle.

o Une intégration par parties
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calorsu’ = letv = -
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Onposeu = z, v = e2*

1 2z
Te
/ zedr = [
0

o Un logarithme a intégrer

1
Onposeu = Ilnzetv' = z2;doncu’ = —et'vz

e z31 3 1 2¢3 +1
/w2lnwdw— nw /—dw—%— _ =€ + )
1

° Un changement de variable

Avecu = 1 + z2, du = 2z dz ; les bornes deviennent u = 1 pour £ = 0 et u = 2 pour

z=1

1 2 4
1 1ru*q2 1 16—1 15
1 23 = -_— 3 :_[_] e :_.
/0 z(l+ z*)°de 2/1 u’ du 51 7).= 3 1 3

0 Equation homogéne

Ici a(x) = —2, de primitive A(z) = —2z. Les solutions sonty = C e%*

La condition (1) = C'e? = 3 donne C = 3e~2, donc y(z) = 3e%* 2 = 32(=-1).



e Ordre 2 : deux racines réelles

L'équation caractéristique 72 — 5r 4+ 6 = 0 a pour racines 2 et 3 (A = 1). Donc
y= Ae¥ + Be®.

y(0)=A+B=1ety'(0)=24A+3B=0.0Onentre B=—-2et A =3.

La solution est y(z) = 3e2* — 2e3°.

e Primitives de fonctions composées

! 1
a) De la forme Eu_ avecu =2 +1: Eln(m2 +1).

u
b) u'e® avecu = z3 : €%,
sin? z
) u'ud avec u = sinz : 1
1 1
d —— =2 3>0:=In(2 )
)2uavecu r+3> 2Il(.’):—|—3)

° Une somme de Riemann exacte

1 & 1)(2 1
5o Ly ety
n° = 6n
11 x 21 231
P =10: = = = )
ourn 10 SlO 600 600 0,385
1 1 1 2 1 !
Enfin S, = =1+ — 24 — )| > —-=—= / z2dz, conformément au théoréme
6 n n 6 3 0

sur les sommes de Riemann.

e Un oscillateur sans frottement
L'équation caractéristique 72 4+ 9 = 0 donne r = %34, donc y = A cos 3z + Bsin 3z.
y(0) = A=2ety/(0) =3B =6,donc B=2:y(x) = 2cos 3z + 2sin 3z.

Comme 2cos 3z + 2sin3x = 2\/5 cos (3:1: — %) Ulamplitude vaut 2\/5 ~ 2,83.



e Intégrer deux fois par parties

m™
Premiére intégration par parties (u = sinx, v/ = e%): [ = [ez sin :I:] —J = —J, avec
0

™
J=/ e cosz dzx.
0

T s
Seconde (u =cosz, v/ =€) :J = [e‘” cosar:]0 —I—/ e’sinzdr = (—e"—1)+ I
0

e"+1

DoncI=—-J=€e"+1—1doul= ~ 12,07.

a Une intégrale avec exponentielle

1 e ? . N . u
= Avecu=1+e % u = —e % donc ce quotient vaut —— et une

e?+1 1+e” U
primitive est — In(1 + e~%).

1

dx 2 2e
=—-In(l1+e!)+m2=1 =Iln—— ~0,38.

/0 P n(l+e ) +1In nl—l—e—l ne+1 ,

° Limite par sommes de Riemann

V= L Lo
V=T YT 12

b) 1 1 1 4 1< f k f(z) 1 ;
n+k n 1+k/n nzkzl n 1+

[0;1].

. U ode
Ainsi u, — =In2.
0 1 + x



e Approcher e par Taylor

1 1 — )"
a) R,(1) = uet dt. Commel <e' <e<3sur[0;1]et
n!
La—-¢n 1
/ QD e L ha0<R(1)< —
0 n! (n+1)! (n+1)!

b) Pour n = 5, i ~ 4,2 x 1073 : trop grand. Pour n = 6, ~ 5,95 X 1074 <1073

720 5040
. Le plus petit n est 6.

6
1 1957
Alors ; 7= g 2,71806, €t 2,7180 < € < 2,7187.

@ Equation d’ordre 1 avec second membre

T

Equation homogéne:y = C e *.Onposey = C(z)e ®;alorsy’ + y = C'(z) e ®.

2
OnveutC'(z)e* =z e ® donc C'(z) = z et C(z) = % + k.

2
Les solutions sont y(x) = (% + k) e~”. La condition y(0) = k = 3 donne

y(z) = (%2 + 3) e~®.

6 Ordre 2 avec second membre

Homogéne : 72 — 3r + 2 = 0 a pour racines 1 et 2, donc yg = Ae® + Be?®.
Particuliére : 3 n'est pas racine, on cherche y, = ce3% : 9¢c — 9c + 2¢ = 4, donc ¢ = 2.

Solution générale : y = Ae® + Be** +2e3* Alorsy(0) = A+ B+2 =0et
y'(0) = A+ 2B+ 6 =0.0nsoustrait: B+4 =0,donc B= —4et A=2.

y(z) = 2e® — 4e?® 4 2e%°.



@ Une suite d’intégrales

1
a)I0=/ e’der =e— 1.
0
b) Intégration par parties avec u = 2", v' = e®:

1 1
I, = [m"em] — n/ " le*dr =e—nl, ;.
0

0
oli=e—(e—1)=1;I,=e—2;I3=e—3(e—2) =6 — 2e =~ 0,56.
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