PLANETE MATHS - PLANETE-MATHS.EU

Intégrales a paramétres et Fubini : cours de maths

Licence L3 a télécharger en PDF

Le livre de cours de maths Licence L3

Tout le programme en un seul PDF de 101 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Calculer une aire par tranches, étudier une fonction définie par une intégrale,
passer de coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires : trois gestes qui
reposent sur un méme socle, la théorie de lintégration de Lebesgue. Ce chapitre
rassemble les théoréemes d’échange (limite, dérivée, intégrale double) et en tire
des résultats spectaculaires, comme la valeur de fR e_“"2 dx ou les propriétés de

la fonction I.
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1. Intégrale dépendant d’un paramétre

o Intégrale a paramétre

Soit (2, A, ) un espace mesuré, I unintervalledeR et f: I X 2 — R telle que,
pour tout & € I, la fonction t — f(z,t) soit intégrable. On définit

F(z) = /Q fe,t)dut), zel.

Les questions naturelles sont : la fonction F' est-elle continue ? dérivable ? Peut-on écrire
limg g, [ f(z,t)dp = [lim, s, f(z,t) du? Ces échanges sont faux en général ; le théoréme

de convergence dominée donne une condition suffisante efficace, la domination.

2. Continuité sous lintégrale

° Théoréme de continuité
Soit f: I x 2 — R. On suppose :

a.pourtoutz € I,t — f(z,t) est mesurable ;
b. pour presque tout t,  — f(x,t) est continue sur I ;

c. il existe g intégrable sur ) telle que | f(z, t)| < g(t) pour tout z € I et presque
tout £.

Alors F(z) = [ f(z,t) du(t) est définie et continue sur I.
La preuve consiste a appliquer le théoreme de convergence dominée a une suite quelconque

Ty — Zo: f(xn,t) — f(zo,t) presque partout, et | f(zy, )| < g(¢). Sila domination n'est vraie

que sur chaque segment [a, b] C 1, la continuité reste vraie, car elle est locale.
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e Exemple 1 : une intégrale oscillante
Soit F(z) = [, et cos(at) dt pour = € R. Pour tout z, |e~* cos(zt)| < et et

t — e? estintégrable sur [0, +-o0o[ d’intégrale 1. La fonction & — e* cos(xt) est

continue : d’apres le théoreme, F' est définie et continue sur R, et F(0) = 1.

3. Dérivation sous Uintégrale

o Théoréme de dérivation (régle de Leibniz)

On suppose que:

a.pourtoutz € I,t — f(z,t) estintégrable ;

b. pour presque tout t, z +—+ f(z,t) est de classe C' sur I';

c. il existe g intégrable telle que

0
a—i(w,t)‘ < g(t) pour tout x € I et presque tout ¢.

Alors F est de classe C'1 sur I et

Fe)= 2 (e 1) du(t).



G Exemple 2 : dériver lintégrale oscillante

Reprenons F(z) = 0+°° et cos(xt)dt. On a ?(w, t) = —te *sin(xt), donc
z
of

5 < tet, fonction intégrable d'intégrale I'(2) = 1. Ainsi F est C! et
z

, B +00 Iy
F'(z) = — t e " sin(xt) dt.
0

En particulier F'(0) = 0. Un calcul direct (partie réelle de
f0+°° e~ (1-iz)t Jp

nulle.

, dont la dérivée en 0 est bien

) donne F(z) =

2

1—2x 1+2

Domination uniforme obligatoire

Pour f(z,t) = ze * surt € [0,+00[: F(z) = 1siz > 0mais F(0) = 0. La

fonction F' n’est pas continue en 0 : aucune majorante intégrable ne convient, car

1
SUpP;~o ze % = Py n'est pas intégrable sur ]0, +o0.
e

4. Mesure produit et théoréme de Tonelli

0 Mesure produit

Si (X, A, u) et (Y, B, v) sont des espaces mesurés o-finis, il existe une unique

mesure 1 @ v sur la tribu produit A ® Btelle que
(L®v)(A x B) = u(A) v(B) (A€ A, BeB).

Pour les mesures de Lebesgue, Ap @ Ap = Apip.



Par exemple, le rectangle [0, 3] X [1,5] a pour mesure 3 x 4 = 12, et un segment {0} x [0,10] a

pour mesure 0 X 10 = 0 : un segment est de mesure nulle dans le plan.

° Théoréme de Tonelli

Soit f : X X Y — [0, +00] mesurable pour la tribu produit. Alors
z— [ f(z,y)dv(y) ety — [ f(z,y) du(z) sont mesurables et

Xxyfd(l-t@) V) Z/ / f(z,v) du(y))dp z) = / / f(z,y) du( ))du(y)

< >

les trois quantités étant égales dans [0, +00].

Tonelli ne demande aucune hypotheése d’intégrabilité : seulement la positivité et la mesurabilité.
C'est loutil pour montrer qu’une fonction est intégrable sur un produit : on calcule f |f| par

intégrales itérées.

5. Théoréme de Fubini

o Théoréme de Fubini

Soit f mesurable sur X X Y et intégrable pour u ® v (c’est-a-dire
J1f1d(p ® v) < +00). Alors pour presque tout z, y —+ f(z,y) est intégrable, la
fonction ¢ — [ f(,y) dv(y) est intégrable, et

| tawen= [ ([ sa)au=[ ([ sau)a



Méthode : calculer une intégrale double

1. Décrire le domaine D et vérifier la mesurabilité de lintégrande.

2. Montrer Uintégrabilité : si f est continue sur un compact, c'est automatique ; sinon,

appliquer Tonelli a | f|.
3. Choisir lordre d’intégration qui donne une primitive explicite.

4. Décrire D par tranches dans cet ordre, puis calculer deux intégrales simples.
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G Exemple 3 : inverser Uordre sur un triangle

Calculons I = fol (fyl cos(z?) d:z:) dy. La fonction  — cos(z?) n’a pas de primitive
élémentaire. Le domaine est {0 < y < & < 1} (le triangle coloré) ; la fonction est

continue bornée sur ce compact, donc intégrable. D’apres Fubini,

I= /01 cos(:z:z)(/oaJ dy)da: = /Ola:cos(wz) dz = [%sin(wz)]; = si1211.




Sans intégrabilité, Fubini est faux

2 2
2 i _ - -
Sur ]0, 1] , solt f(w, y) = W Pour ﬁxe,
1 Yy . plpel ™ :
dy= | | = d dyde = = M
fo f(way) Y 22+ 2 o 1+ 22 ou f(;rfo fdydz 4 als
f(y,z) = —f(z,y), donc lautre ordre donne — Les deux intégrales itérées

existent et different : f n’est pas intégrable sur le carré.

6. Changement de variables

0 Changement de variables dans R"

Soit ¢ : U — V un C'-difféomorphisme entre ouverts de R™ et f mesurable sur V,

positive ou intégrable. Alors

[ 1@ ay= [ f(p(@)|dets, @) do
VvV U

OM(r, 0)

0.5

v

0.5 1

Cas fondamental, les coordonnées polaires (r,0) = (rcos 6, rsinf) : |det J,| =, et ¢ réalise
un difféomorphisme de |0, +00[x]0, 27| sur le plan privé d’'une demi-droite (la demi-droite retirée

est un ensemble négligeable). Ainsi dz dy = r dr d6.



G Exemple 4 : lintégrale de Gauss

Posons G = f]R e %" dz. D’apres Tonelli, G? = ffw e~ @+’ dg dy. En polaires :

27I' +OO +
G? = / / e rdrdf = 271'[ — %e"z] > = .
0o Jo 0

Comme G > 0, on obtient G = /7.

7. La fonction Gamma

0 Fonction Gamma d’Euler

Pourz > 0,

+00
I'(z) = / t*le~t dt.
0

L'intégrale converge : en 0, t*1e™t ~ 1 est intégrable car £ > 0; en +00, t*let = o(t_z).
Sur tout segment [a, b] C]0, 400, la domination par g(t) = ! pour t < 1etg(t) = t>~le~
pourt > 1 assure que I' est continue, et méme de classe C'*® par dérivations successives sous

Uintégrale.

r(1)=r(2)=1




° Propriétés de Gamma

I'(1) =1etI'(z + 1) = zT'(x) pour tout & > 0 (intégration par parties).

Pour tout entiern > 0, I'(n + 1) = nl.
r(3)=vr

+0o0
Pour a > 0, / = le—at gt —
0

D(z)

I'(z) VZ S S T R

G Exemple 5 : la valeur en un demi

Dans I‘(%) = 0+°° t~1/2¢=t dt, le changement de variable t = u? (dt = 2u du)

T
donne 1"(%) =92 f0+°° e Wdu=2- % = 4/, puisque lintégrale de Gauss sur R
vaut 4/ et que lintégrande est paire. On en déduit 1"(%) = % et

I3 =} 4vA= .

o Astuce de Zyro

Face a une intégrale en t¥e %, ne cherche pas de primitive : le changement u = at la

rameéne a T'(k + 1) /a**, et T(k + 1) = k! pour un entier k.



A retenir

Continuité sous lintégrale : continuité en & pour presque tout ¢ et domination

|f(z,t)| < g(t), gintégrable.
Dérivation sous lintégrale : méme chose avec 8, f ; alors F'(z) = [0, fdp.
Tonelli : pour f > 0 mesurable, Uordre d’intégration est libre, sans autre hypothése.

Fubini : pour f intégrable sur le produit, les intégrales itérées existent et sont égales a

Uintégrale double.

Changement de variables : on multiplie par |det J,,| ; polaires : 7 dr df.

I(z+1)=2(z).T(n+1) =nlT(3) = V7 e ¥ds = /.
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