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Intégration sur un intervalle quelconque : cours de
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Le livre de cours de maths Maths Spé

Tout le programme en un seul PDF de 103 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Jusqgu’ici, lintégrale de Riemann vivait sur un segment, pour des fonctions
bornées. Or lanalyse réclame bien davantage : des fonctions qui explosent en un
point, des intervalles qui s’étendent jusqu’a linfini, des limites et des sommes
infinies qu’on voudrait échanger avec le signe intégral, des fonctions définies
elles-mémes par une intégrale. Ce chapitre construit Uoutil général, puis ses trois

grands théoremes, et se termine par la fonction Gamma.
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1. Fonctions intégrables sur un intervalle

o Fonction intégrable

Soit I unintervallede R et f : I — K (K = R ou C) continue par morceaux. On dit

que f estintégrable sur I si / | f| est finie, c'est-a-dire si les intégrales de | f| sur les
I

segments contenus dans I restent bornées. On note alors /f son intégrale.
I

Les intégrales de référence, a connaitre par coceur, sont réunies ci-dessous.

Fonction Intervalle

Intégrable si et seulement si
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Sur la figure, la courbe orange (l/t) décroft trop lentement : Laire sous elle croit comme In X et

n'est pas bornée. La courbe violette (1/t2) décroit assez vite pour que laire totale sur [1, —|—oo[



vaille exactement 1.

2. Intégrales généralisées et comparaison

Si f est continue sur [a, b] avec b < +00, lintégrale f: f est dite convergente lorsque  — [ f
posséde une limite finie en b. Pour une fonction positive, convergence et intégrabilité sont

équivalentes. Plus généralement, lintégrabilité (la convergence absolue) entraine la convergence ;

; . +00 gj A
la réciproque est fausse, comme le montre fl S‘?t dt, convergente sans étre absolument

convergente.

o Comparaison

Soit f et g continues par morceaux sur [a, b[, g positive et intégrable. Si | f| < g, ou si
f = 0(g) ou f = o(g) au voisinage de b, alors f estintégrable. Si f et g sont

positives et équivalentes en b, elles sont simultanément intégrables ou non.

Etudier Uintégrabilité en pratique

1. Repérer les points « difficiles » : les bornes infinies et les points ou la fonction n'est
pas définie ou bornée ; découper lintervalle pour n'avoir qu’un probleme par

morceadu.

2. En chaque point difficile, chercher un équivalent simple (puissance de ¢,

exponentielle).

3. Conclure par comparaison avec une intégrale de référence, puis recoller les

morceaux.



o Exemple 1 : nature d’une intégrale

1
Soit f(t) = m sur ]0, +o0o[. Au voisinage de 0, f(t) ~ /2 avec 1<1:

intégrable. Au voisinage de +00, f(t) ~ t7%/2 qvec % > 1:intégrable. Donc f est
intégrable sur ]0, +-o00|.

e Exemple 2 : un calcul a la borne

1
Pour 0 < € < 1, une primitive deln est tIlnt — ¢, donc/ Intdt = -1 —¢clne +e.
&

1
Commeelne — 0, on obtient/ Intdt = —1.
0

@ Erreur classique

Une fonction continue qui tend vers 0 en 400 n'est pas forcément intégrable :

t— %th en est le contre-exemple. Inversement, une fonction intégrable ne tend pas

forcément vers (.



3. Le théoréme de convergence dominée

° Convergence dominée

Soit (fn) une suite de fonctions continues par morceaux sur I. On suppose : (i) fn
converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux ; (ii) il existe
une fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur I, telle que |fn| <o

pour tout 7. Alors f est intégrable et

Jim [ fu= [ m g [ 5

L'idée est que la fonction ¢, indépendante de 1z, empéche la masse de « s'échapper » vers linfini

ou de se concentrer en un point.

e Exemple 3 : une limite d’intégrales

400 et et
Soit I, = /0 T+i/n dt. Pour toutt > 0, fr,(¢) = T+t/n — e~%. De plus

0 < fa(t) < e* fonction intégrable sur [0, +-o0o[. Le théoréme donne
I, — [ e tdt =1



La domination est indispensable

Avec fr,(t) = ne™™, chaque intégrale sur [0, +o0o] vaut 1, alors que f,(t) — 0 pour
toutt > 0: la limite des intégrales (1) différe de Uintégrale de la limite (0). Aucune

fonction ¢ intégrable ne domine toute la suite (voir les exercices).

4. Intégration terme a terme

o Intégration terme a terme

Soit (f) une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables sur I telle que
> frn converge simplement vers une fonction S continue par morceaux et que la série

> [ |fnl converge. Alors S est intégrable et

Agm=gﬁm

Lorsque les f,, sont positives, l'égalité reste vraie dans [0, —i—oo].

G Exemple 4 : somme d’une série par une intégrale

—t IR o (k+1)t
Pourt >0, —— = ————, série de fonctions positives avec
l—et/2 &= 2k
—(k
f0+°° %dt = m Avec le changement de variable u = e %, le membre de
gauche s’inteégre en fol 1_d—;‘/2 =-2 ln% = 2In2. Donc

+00 1

————— =2In2.
; 2k(k +1)



5. Intégrales a paramétre : continuité

Soit A un intervalle, I unintervalleet f : A x I — K. On étudie F(z) = /f(a:,t) dt.
I

° Continuité sous lintégrale

On suppose : (i) pour tout t, € —> f(w, t) est continue sur A ; (i) pour tout z,
t— f(a:, t) est continue par morceaux ; (iii) il existe ¢ intégrable sur I avec

|f(z,t)| < @(t) pour tout (z,t) € A x I. Alors F est définie et continue sur A.

La continuité étant une propriété locale, il suffit de vérifier la domination sur tout segmentde A, ce

qui rend la méthode beaucoup plus souple.

G Exemple 5 : continuité en 0

400 e—zt
Soit Fi(z) = / 2 dt pour > 0. Pour toutz > 0 et toutt > 0,
0

e—a:t

1
<
1+t2|~ 142
compris en 0, et F(0) = 7.

, intégrable sur [0, +o0[. Donc F est continue sur [0, +-00], y

6. Dérivation sous Uintégrale

° Dérivation sous Uintégrale (classe C'!)

On suppose : (i) pour tout z € A, t — f(z,t) estintégrable sur I ; (ii) pour tout £,
x — f(z,t) estde classe C sur A ; (iii) pour tout z, t — %(w, t) est continue par
morceaux ; (iv) il existe ¢ intégrable sur I avec ‘%(m,t” < @(t) sur A x I (ou sur

0
tout segment de A). Alors F est de classe C! et F'(z) = / 6—'f(a:, t)dt.
7 O



En itérant, on obtient la classe CF, puis C'*°, pourvu que chaque dérivée partielle soit dominée.

e Exemple 6 : les intégrales f thet

+o00 1
Pourz > 0, L(z) = / e "tdt = - sur [a, +oo[ aveca > 0, [the 7| < the ¢,
0

intégrable : on peut dériver autant de fois qu’on veut. On obtient

+00 —1)» ! +o00 !
L®(z) = (—1)n/ the "tdt = Q donc/ tre=Ttdt = —
0 pntl 0 pntl

Dominer sur un segment, pas sur tout lintervalle

Ici sup,~q te % = t n'est pas intégrable sur 10, +00][ : la domination globale échoue.

C'est la domination sur [a, +00], pour tout @ > 0, qui sauve la démonstration.

7. La fonction Gamma

0 Fonction Gamma d’Euler

400
Pourz > 0,T'(z) = / t* et dt.
0

Lintégrale converge:en 0, t* e ~ t*Lavec 1 —z < 1;en 400, t*let = o(1/t2).



o Propriétés de I'

+00
T est de classe C* sur |0, +oo[ et T®) () = / (Int)*t*letdt ; en
0

particulier ' > 0: T est strictement convexe.

I'(z +1) = 2 T'(z) pour toutz > 0, etT'(n + 1) = n! pourn € N.

I'(1) = /7 (on admet f0+°° e du = 4).

1
['(z) ~ — quandz — 0.
T

v

La relation fonctionnelle vient d’'une intégration par parties :

feA te tdt = [ — t””'e_t];4 +x fsA t®le—tdt, et les termes tout intégrés tendent vers 0 quand
g —0etA— 4o00. AvecT'(1) = 0+°° e~tdt = 1, la récurrence donne les factorielles. Enfin,
I'(z) =T'(z + 1) /z et la continuité de I en 1 donnent 'équivalent en 0.

G Exemple 7 : intégrales ramenées a Gamma

+oo 3
/0 t32e tdt = 1"(%) = % . 1"(%) = 4 De méme, avec u = t2,

+°°2 12 113

| =

o3



° Le conseil de Zyro

Face a une intégrale de la forme « puissance fois exponentielle », pense Gamma : un
changement de variable linéaire (u = at) ou quadratique (u = t2) la raméne presque

toujours a I' en une ligne.

A retenir

f estintégrable sur I si f_, | f| est finie ; références : tla intégrable en +0ossia > 1,en 0

ssiae < 1,ete *en-+oosia>0.
On étudie lintégrabilité par comparaison, équivalents et découpage de lintervalle.

Convergence dominée : convergence simple plus une domination |fn| < p intégrable et

indépendante de n.
Intégration terme a terme : valable si E f |fn| converge, ou pour des termes positifs.

Continuité et dérivation sous f: continuité de la dépendance en x et domination, vérifiée

sur tout segment; F' = [ 8, f.

I'(z) = [,/ t* e tdt,[(z + 1) = 2[(z),T(n+1) = T(3) = v/ T

strictement convexe de classe C'*°.
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<" Zyro te conseille la suite

# Exercices de maths
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5 Controles de maths
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Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -
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