Intégration sur un intervalle quelconque : exercices
corrigés de maths Maths Spé a télécharger en PDF

Le livre d’exercices corrigés de maths Maths Spé

Tout le programme en un seul PDF de 133 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Trois intégrales de Riemann
a.lcia= % > 1 : convergence. flx t32dt =2 — 2X1/2 5 2 La valeur est 2.

> 1en0: divergence, car fel t732dt = 212 — 2 5 + 0.
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< 1 en 400 : divergence, car le t~12dt = 2¢/X — 2 > +00.
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° Une exponentielle décroissante

Pour X > 0, fOX 2et/4dt = [ — Se_t/4]g( =8 (1 — e_X/4). Quand X — 400,

e X4 50 L'intégrale converge et vaut 8.
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° Intégralede tint

1
Avecu=Int,o' =¢: ['tntdt = [Sine| — [ 4dt=—Fme—F+5.

1
Commee2lne — 0, la limite existe : / tlntdt = ——
0

o Vrai ou faux ?

a. Faux: f(t) = 1+t tend vers 0 mais fo 1+t =In(1+ X) - +oo.

b. Vrai : lintégrabilité entraine la convergence (la convergence absolue implique la

convergence).

c. Faux:avec f = 0et g(t) = 1 sur[1,+oo[,ona|f| < g, [g= —+oo et pourtant f est
intégrable. La comparaison ne fonctionne que dans le sens « dominée par une

intégrable ».

° Intégrale sur tout R

1+t2 ~ t% en £00 (intégrable). Une primitive est
teo o dt

arctan, donc f X 1+t2 = 2arctan X — 2 5. Ainsi /_oo 1+ ¢2

La fonction est continue, positive, et ——=

= T.

° Valeurs de Gamma
I'(6) = 5! = 120.

1
Parlarelaton'(z + 1) = 2T'(z) : ['($) =5 -3 .2 .T(3) = ?5\/% ~ 3,32.



° Limite de t~n/(1+t)

Domination. On intégre sur [O 1] (le point 1 ne change pas lintégrale) : pour tout £ € [0, 1],

1+t — 0. De plus 0 < 175 < 1, intégrable sur [0, 1[. Donc u,, — 0.

Encadrement. 0 < u,, < fo t"dt = n—+1 — 0.

o Une intégrale par changement de variable

1/2 3/2

En 0, lintégrande est équivalent a t—*/# (intégrable) ; en 400, a t~%/“ (intégrable) :

Uintégrale converge.

—+00 +o00
Avect='u,2,dt:2udu:/ M=2/ du =2~£=7r.
0 u(1+u2) 0 1+’U,2 2

o Une intégrale ramenée @ Gamma

oo 4 _d 1 24 3
B o u\4 _,du B B
Posons u = 2t, dt = %* ./0 (—2) e “—2 = 25 —I'(5) = RS

Q Intégration par parties a Uinfini
Avecu =1Int, v =t 2, v= —% : fIX 1?Qtdt [— lnTt] —i—fX ¢ — X 4 q1_ %

Par croissances comparées, la limite en +00 est 1 : lintégrale converge et vaut 1.

0 Puissances d’une fonction décroissante

Posons fy,(t) = (1 + t2)~™. On integre sur ]0, +oo] (le point 0 ne change pas lintégrale).
Pourt > 0,0 < lit2 < 1,donc fr(t) — 0.De plus 0 < f,, < fi1, avec fy intégrable sur

[0, +00][. Par convergence dominée, .J,, — 0.




e Une série d’intégrales

Pour t €]0, 1], ﬁ =D k>0 ;—’; donc lintégrande vaut ), fr(t) avec
fk(t) = t ln > 0.

Les termes sont positifs : on integre terme a terme (cas positif). Chaque terme donne

1 1

¥ T et la série converge (majorée par » 27Fk). D’ol l'égalité, de valeur & 1,164.

e Continuité d’une transformée

Continuité. £ — e* cos(xt) est continue, et |e* cos(zt)| < e %, intégrable sur [0, +o00] et

indépendante de x. Donc F' est continue sur R.

Calcul. f0+°° el@—Dtdy — ﬁ = }I;;g (car Re(iz — 1) < 0). En prenant la partie réelle,
1
F(z) = .

Q Dérivée d’une intégrale a paramétre

Directement, F(z) = In(z + 1) — Inx, donc F'(z) = w—}rl — 1= —ﬁ.
Sous lintégrale : 8% z_li_t =G it)2 , continue et dominée sur [a, +00[X [0, 1] par % (
1
' _ 1] (1 1) 1
a > 0).AlorsF (:13) —fo (:l:+t)2 = —[— w_-i-t]o = _(E — z_—l-l) = —m Les
deux résultats coincident.
e Moments gaussiens
Pourk:ENavec'u,—t2 dt = 2\/_.
S t*etat = 1 [T uk2eudu = 1T(k+ 1).

pourk:1:%r(g)=%.4=4,pourk:2;%r(g)=%.ﬂzﬂ_



e Le minimum de Gamma

I'(z) = 0+°°(1nt)2t$_1e_tdt > 0: T est strictement convexe. Comme I'(1) =T'(2) =1,

le graphe sur]l, 2[ est strictement sous la corde horizontale, donc I‘(w) <1

Par le théoréme de Rolle sur [1, 2], il existe ¢ avec I'(¢) = 0. Comme I/ est strictement

croissante (I > 0), ce ¢ est unique. Numériquement, ¢ &~ 1,46 et I'(c) ~ 0,886.

0 Equivalent en 0

Pour z > 0, '(z) = @ Comme I est continueen 1, T'(z + 1) — I'(1) = 1 quand
z— 07

Donczl'(z) = I'(z + 1) = 1, cest-a-dire ['(z) ~ 1, etI'(z) — 400 en 0.

° Transformée de Laplace desint/ t

a. |%| < 1, donc Uintégrande est intégrable. La dérivée partielle est —e ! sin t,
dominée sur [a, +00[ (a > 0) par e™®. Donc L est C* et

+oo _ . ,
L'(z) = = [y e *sintdt = —Imzly = —Im o 1+1w—2 :

b. Pour 2 > 1, |e_“’t%| < et et la fonction tend vers 0 pour toutt > 0 : par
convergence dominée, L(z) — 0. Or L(z) = C' — arctan, donc0 = C' — 7 et

L(z) = g — arctan z.

e Une limite en forme de (1- t/n)~n
n n n n+1]™ n
Jy (1= 5)de=[ = (1= )" = 2 o1
Domination : In fr(¢) = nln(1 — £) < —¢,donc 0 < f,(t) < e, intégrable.

Convergence simple : f(t) — et Le théoréme donne ffn — f0+°° e tdt = 1, ce qui est

. . . n
bien la limite de T



@ Un contre-exemple a la domination

f0+°° ne ™dt = 1 pour tout m, et f(t) — 0 pour toutt > 0 : lintégrale de la limite est

0 #1.

Si ¢ dominait tous les fy, on aurait ¢(t) > sup,, fn(t). Pourt €]0, 1], prenons
n=|1/t] > 1:nt <1 donc f,(t) > ne ! > WT_l Or fol (% — l)dt diverge : © ne
peut pas étre intégrable.

6 Une intégrale définie par In(1+x)

Pour t €]0,1], [y t°ds = £=F, donc 0 < £=1 < z: lintégrande est bornée donc
intégrable sur ]0, 1], et F'(0) = 0.

Sa dérivée partielle en x est %, continue en &, avec 0 < t* < 1 : domination par la
constante 1, intégrable sur [0, 1]. Donc F'(z) = fol t*dt = HL:B et comme F(0) =0, on
conclut F(z) = In(1 + z).
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