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Une intégrale simple mesure laire sous une courbe. Les intégrales multiples prolongent cette
idée : une intégrale double mesure un volume sous une surface, une intégrale triple accumule
une quantité (masse, charge, volume) dans une région de lespace. Le calcul se raméne
presque toujours a des intégrales simples emboitées, a condition de bien décrire le domaine

et, souvent, de choisir un systeme de coordonnées adapté.
1. Intégrale double sur un rectangle

° Définition

Soit R = [a, b] X [¢,d] et f : R — R continue. On découpe R en petits rectangles R;; d’aire AA;;
, €t on choisit un point (iI}i, yj) dans chacun. L'intégrale double est la limite des sommes de

Riemann :

/:/1:2 f(z,y)dzdy = limz f(zs,y5) AA;j,
1,

lorsque le pas du découpage tend vers 0. Elle existe pour toute fonction continue sur R.
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Si f > 0, cette intégrale est le volume du solide situé sous la surface z = f(:z:, y) et au-dessus de R. Elle est
linéaire, croissante, et vérifie la relation de Chasles par rapport au domaine : si D = D1 U D9 avec D1 N Do

d’aire nulle, alors ffD = ffDl + ffD2' En particulier ffD 1dx dy est laire de D.

2. Théoréme de Fubini

o Théoréme de Fubini (cas continu)

Si f est continue sur R = [a, b] X [c,d], alors

[[orasis= [ ([ toman)ae = [*([ o)

On peut donc intégrer dans lordre que lon veut.

Le principe : on fixe &, on calcule l'aire de la coupe y — f(a:,y), puis on additionne ces aires de coupes le long

de l'axe z. Un cas particulier utile : si f(z,y) = g(x)h(y). lintégrale sur un rectangle est le produit
b d
fa, gx fc h.

o Exemple 1

Calculons I = ff[ z y? dz dy. La fonction est un produit :

0,2]%[1,3]

2 3
27 -1 2
I=/wdwx/y2dy=2x 7 =5—.
0 1 3 3

3. Domaines élémentaires

Pour un domaine qui n’est pas un rectangle, on le décrit par ses bornes. Un domaine simple selon y s'écrit

D={(z,y):a<z<b, pi(z) <y < pa(x)} avec p; < @y continues ; alors

fdzdy = ’ 7 f(z,y) dy | dz.
D a p1(z)

La borne intérieure dépend de la variable extérieure ; la borne extérieure est une constante.



Méthode : calculer sur un domaine

1. Dessiner le domaine et repérer ses courbes frontiéres.

2. Choisir la variable extérieure ; tracer une droite paralléle a Uautre axe qui traverse le domaine :

elle entre et sort sur deux courbes, qui donnent les bornes intérieures.
3. Lire les bornes extérieures (valeurs extrémes de la variable extérieure).

4. Intégrer d’abord lintégrale intérieure, puis Uextérieure ; si lintégrale est inabordable, essayer

l'autre ordre.
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o Exemple 2

Soit D le domaine limité pary = z? ety = z (figure). Les courbes se coupentenz = 0 etz = 1,

avec 2 < y < z entre les deux. Alors

1 277 1 2 4
_ v _ 807 s 2\, 1 1 1 _ 3
[[ervaa= [ [a+¥] a- [ (3-r-)a-i-1-5-%

4 G >

1
L'aire de D vaut fol(m —z?)dz = re



Attention

Les bornes de lintégrale extérieure ne peuvent jamais dépendre d’une variable : un résultat final
contenant encore & ou y trahit une erreur de bornes. Pensez aussi a échanger l'ordre quand une

primitive est introuvable, par exemple pour fez2d:1:.

4. Changement de variables

o Formule du changement de variables

Soit ® : (u,v) — (z,y) = (X(u,v),Y (u,v)) de classe C, bijective d’un ouvert A sur un ouvert
D, de jacobien non nul. Alors

//D f(z,y) d:t:d:u://A f(X(u,v),Y(u,v)) ‘ggzﬁ; du dv, ggz:z; —

X. Xo
Y. Y,

Le jacobien mesure la facon dont @ dilate localement les aires : un petit rectangle du dv devient un
parallélogramme d'aire |J| du dv. On prend toujours la valeur absolue du déterminant. Quand on connait plutét
(u, ) en fonction de (z,y), on calcule le jacobien de linverse, puis on prend son inverse :

o(z,y) <a(u, v) >_1

o(u,v)  \d(z,y))
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o Exemple 3

Calculons laire du losange D = {|z| + |y| < 1}. Posonsu = x + yetv =x — y. Alors D
O(u,v) |1 1 d(z,y) 1
6(:1:, y) 11 6(’“’7 ’U)

2,et
//dzdyz// 1d'u,d'u=1><4=2.
D [~1,1j2 2 2

correspond & A = [—1,1]% Comme =—2,0na

5. Coordonnées polaires

Pour un domaine circulaire (disque, couronne, secteur), on pose £ = rcos , y = rsin f avec 7 > 0. Le jacobien

cosf@ —rsinf

vaut =7

sinf@ rcosf

° Formule polaire

//1; f(z,y) dzdy = //A f(rcos@,rsin @) rdrdo.

Pour un disque de centre O et de rayon R, A = [0, R] x [0, 27].

=rsin@ p-————-----—- @]
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o Exemple 4

Pour D = {z% + y® < R%}:

R

s 5 2w R ) 1 . 2
// e +y)d:1:dy=/ d0/ e rdr=27rl——e_rl :w(l—e‘R).
D 0 0 2 0

En faisant tendre R vers Uinfini, on obtient 7, d’ol Uintégrale de Gauss fj_;o e t'dt = VT

Attention

N’oubliez jamais le facteur 7 : c’'est lui qui fait de 7 dr df un élément d’aire. Sans Lui, laire d’un

disque de rayon R vaudrait 2R au lieu de wR2.

6. Intégrale triple

Pour f continue sur un pavé P = [a, b] X [c,d] X [e, g], Uintégrale triple est la limite de sommes de Riemann
sur des petits pavés ; le théoréme de Fubini donne

//pfdwdydz:/ab/cd/egf(way,z)dzdydz,

Uordre étant libre. Pour un solide V délimité par des surfaces, on procéde par piles (on intégre d’abord en z

entre deux surfaces, au-dessus d’un domaine D du plan Ozy) ou par tranches (on fixe z et on intégre sur la

o= ([ o= [ (s

Le volume de V est [[f;, dV ; la masse d'un solide de densité p est [[f;, udV.

section S,) :



o Exemple 5

Soit le tétraedre T' = {z,y,2 > 0, z + y + z < 1}. A z fixé, la section est un triangle rectangle
(1-2)?

de coté 1 — z, d’aire . Donc

Vol(T)=/01¥dz:%, ///Tdez/Olz@dzzé(%—g-ki):

ex________________________________________________________________________________________________J >

7. Coordonnées cylindriques et sphériques

Cylindriques. On garde 2 et on passe en polaire dans le plan: & = rcos 0, y = rsin 6, z = z. Le jacobien vaut r

. Elles conviennent aux solides de révolution autour de Oz (cylindres, cones, paraboloides).

H _)
Sphériques. On repére M par p = OM > 0, langle ¢ € [0, 7] entre Oz et OM, et langle 8 € [0, 27| de la
projection dans le plan Ozy :

o(z,y, z)

—22 7 — plsin.
a(p,p,0)| F 7

x = psinpcosf, y=psinpsinf, z= pcosy, ‘

Elles conviennent aux boules, sphéres et cdnes d’axe Oz.

M(p, 6, @)

"
~
~
-<
~



Systéme Changement de variables

Cartésien (z,y) ou (,y, 2)
Polaire .
x=rcosf, y=rsinf
(plan)
Cylindrique x=rcosf, y=rsinf, z=z2

Sphérique = psinpcosf, y = psinpsind, z = pcosp p?:

< D >

G Exemple 6

Volume d’'une boule de rayon R en sphériques, avec p € [0, R], ¢ € [0, 7], 8 € [0, 27] :

27 T R R3 4
V=/ dO/ sin<pd<p/ pldp=2rx2x — = —wR3.
0 0 0 3 3

0

Sur ma planéte, on choisit toujours les coordonnées avant de calculer : si 'équation du domaine
contient 2 + yz, je passe en polaires ou cylindriques ; si elle contient z? + y2 + 22, je pars en

sphériques.

8. Calculs d’aires et de volumes

« Aire d’'un domaine plan : A(D) = [[}, dzdy; en polaires, A = [[ rdrd6.

o Volume sous une surface: V = ffD f(z,y)dzdysi f > 0sur D ; entre deux surfaces, on intégre la
différence ¥y — 1.



e Volume d’'un solide: V = fffv dV, dans le systéme de coordonnées le plus adapté.

» Valeur moyenne de fsurV: V%(V) fffv fdV ; centre de masse d'abscisse T = % [[fzpdV.

o Exemple 7

Volume du solide compris entre le plan 2z = 0 et le paraboloide z = 9 — 2 — y2 (au-dessus de

z = 0). La trace au sol est le disque » < 3. En cylindriques :

21 p3 2 413
9 81 81
V:/ ©O—rd)rdrdd=2r| 2 — T | —opx =&
0o Jo 2 4 |, 4 2

A retenir

Fubini : pour f continue, une intégrale multiple se calcule par intégrales simples emboitées, dans

Lordre le plus commode.

Sur un domaine non rectangulaire, les bornes intérieures dépendent de la variable extérieure ; on

commence par un dessin.
Changement de variables : on multiplie par la valeur absolue du jacobien.
Polaires : 7 dr d8 ; cylindriques : 7 dr df dz ; sphériques : p? sin ¢ dp dy df.

Aire = ff 1, volume = fffl - disque TR2, boule %WR?'.
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6 questions au hasard, correction tout de suite.

| %" Zyro te conseille la suite
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