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Intégrales généralisées et a parameétre : exercices
corrigés de maths Licence L2 a télécharger en PDF

Le livre d’exercices corrigés de maths Licence L2

Tout le programme en un seul PDF de 128 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Une intégrale de Riemann
RN L S
2t2

. 22X

X
Pour X > 1,/ t3dt = [
1

1
Quand X — 400, ce terme tend vers 2 L'intégrale converge et vaut 2

0 Une racine a Uorigine

1 1
Pour0 < e < 1,/ t~12d¢ = [2\/5] =2 — 2/e.
€

€

Quand € — 07T, la limite est 2 : lintégrale converge et vaut 2 (icia = % <1).
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° Exponentielle décroissante

X -5t 71X _ »—5X
/ e_5tdt = |:— € ] — 1; — l
0 5 |y 5 5

L'intégrale converge et vaut g

o Trois intégrales de Riemann

X
2
A a= % > 1,converge;/ t32dt=2— ——_ 2 doncA=2
1 VX
B:a= % < 1en 400, diverge (fIXt_l/zdt = 2\/X— 2 — 400).
C:.a= % > 1en0, diverge.

o Vrai ou faux

dt
a. Faux: f(t) = % tend vers 0 mais flx 5 = In X — +o0.

b. Vrai : c’est le théoréme « convergence absolue implique convergence » ; de plus

[ fI < [Ifl.

° Valeurs de Gamma
I'(5) =4! = 24.

o Deux intégrales avec exponentielle

La premiére vautI'(2) = 1.

“+00 1 +0o0 3
Avecu = 2t :/ t3e 2dt = —/ we bdy= —~2 = — = —.
0 0 8



o Logarithme et intégration par parties

PrimitivedeInt:tlnt —t.Entrecetl: -1 —elne +¢ — —1.

1 4 411 4 4
t t 1 € £

Par parties, | t3Intdt = |—Int— —| =

arparles/a n [4 n 16:|

€

o Arctangente

X
dt
/ = arctan X — z.
0 2

1+ ¢2
Une primitive d t £ arctan —. Sur chaque demi-droite on trouve — « & =
ne primitive de est —arctan —. Sur chaque demi-droite on trouve — + — = —,
P $2 +4 2 - g - 2 2 4
donc Uintégrale sur R converge et vaut — + — = —.
4 4 2
Q Comparaison et équivalents
Premiere : fonction positive, équivalente a t_2 en +00, intégrable ; Uintégrale converge.
—t 1 —t
Seconde:en0, — ~ — (a = 7 < 1), intégrable ; en +00, — < e ‘pourt > 1,
Vi Vit
intégrable. L'intégrale converge, et elle vaut I‘(%) = /7
0 Intégrales de Bertrand
Une primitive de est ln(ln t), qui tend vers 400 : la premiere diverge.
U imitive d 1 t ! /X 1 1 — 1 L d
ne primitive de ——— est — ——: = — . La seconde converge
P t(Int)? Int J/, In2 InX In2 J

tvaut — ~ 1,44.
et vau o ,



e Semi-convergence
sint
t2
_ X sint cos X X cost cos X
Par parties, dt =cos1 — — dt. Le terme
Lt X L t2

dt converge absolument, donc la limite existe : lintégrale converge.

< t_2 intégrable : convergence absolue.

— 0et

+oo COST
1 t2

@ Convergence dominée simple
et et

Pour tfix¢, ———— et Deplus0 < ———— < et intégrable sur [0 : 4o00[ et
1+¢/n P =T = g 03 +o0

indépendante de n.

+o00
Par convergence dominée, I,, — / e tdt = 1.
0

° Moments de logarithme

1 tn—i—l 1 1 1
Par parties avecu = Int, v/ = ¢": / t"Intdt = [ In t] — / t"dt.
c n+1 e nt+1ly,

e"llne !
Le crochet vaut ——— — 0, et/ t"dt = .D’ou le résultat —
0

n+1 (n+1)%

n+1

e Continuité d’une intégrale a paramétre

—xt
Pourtoutz > 0ett > 0,0 < < , intégrable sur [0 ; +00]. La fonction
- 1+~ 1+22
T 1e+ v est continue : F est définie et continue sur [0 ; +00|.
o dt T
F(0) = / _T
0 1+ t2 2

reste valable, donc

Pourt > 0,e % — 0 quand £ — 400 ; la domination par 1

F(z) — 0.

+



e Dérivation sous le signe intégral

Fixonsa >0etxz > a:

0 sint
- (e_‘”t . ) ‘ = |sint| e™* < e~ intégrable. Donc F' est
z

C' sur [a; +o00o[ pour tout @ > 0, donc sur 0 ; +o00.

400 1
F’(w) — _/0 e Tsintdt = — Y (partie imaginaire de - ).
400 1 T
Donc F(z) = C — arctan x. Comme |F(z)| < / e dt=——00onaC = 3 puis
0 i
F(z) = g —arctanz et F(1) = %

0 Gamma et intégrale gaussienne

Par parties sur [e; X] : /tme_tdt = [-t°e M +z /t"’_le_tdt. Le crochet tend vers 0 aux

deux bornes, d'ou I'(z + 1) = zT'(x).
+00 —+00 5
Avect = u?:T(L) = / t12e~dt = 2 / e du= /7
0

0
1 3 3
e_“2, le changement t = u? donne EF(%) =3 f = \8/%

4

Pour u

° Une somme de Basel par intégrale

~Int X
Pour t €]0;1], T Z(— Int)t", termes positifs.
o n=0

5 (exercice « Moments de logarithme »), dont la série

1
On a/ (—Int)t"dt = o
0 (n+1)

converge : le théoreme d’intégration terme a terme s’applique.

2

1
—Int 1 T
Donc/ dt = ——— = — d’ou le résultat.




e Un contre-exemple de domination

+00
/ ne ™dt = 1 pour tout n, alors que pour ¢ > 0, f,(¢) — 0. Donc
0
limffn =1#0= flim fr 1 0N ne peut pas échanger.

1 1 2
Soit ¢ dominant tous les fr ett €]0;1]. Avecn = [1/t] ona n <n< i 1< e donc

6_2 1 dt .
—.Or fo T diverge, donc ¢ n'est pas intégrable :

nt < 2etp(t) > ne ™ > "

contradiction.

@ Convexité de Gamma

L'intégrande de I'” est positif, continu, non identiquement nul : I''(z) > 0. Donc T" est

strictement convexe et I'! est strictement croissante.
CommeI'(1) =TI'(2) = 1, le théoréme de Rolle fournit g €]1;2[ avec IV'(zg) = 0: cest
lunique point o IV s’annule, donc un minimum global.

Ecrivons To=A-1+4+ (1 — )\) .2 avec \ E]O ; 1[. Par stricte convexité,
[(z) < AI'(1) + (1 — AM)I'(2) = 1. Numériquement, ¢ ~ 1,46 et I'(x() =~ 0,886.
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6 questions au hasard, correction tout de suite.

| 2”7 Zyro te conseille la suite

# Exercices de maths

Intégrales généralisées et a paramétre :

exercices de maths Licence L2

2 Controles de maths

Intégrales généralisées et a paramétre :

contrdle de maths Licence L2

@ QCM de maths

Intégrales généralisées et a paramétre :
QCM de maths Licence L2

# Exercices de maths

Intégrales doubles et triples : exercices
de maths Licence L2
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# Exercices de maths @ QCM de maths
Equations différentielles : exercices de Intégrales doubles et triples : QCM de
maths Licence L2 maths Licence L2

Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planetes du savoir et leurs applis.
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