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Une courbe ou une surface se décrit par une équation, par un graphe ou par un
paramétrage. Ce chapitre réunit les outils de la deuxieme année pour les étudier :
tangente, longueur, courbure, coniques, quadriques, plans tangents, puis les

transformations qui conservent les distances.

1. Arcs paramétrés

0 Arc paramétré
Un arc paramétré de classe CF est une application v:I— R? (ouR3),

t > (2(t),y(t)), de classe C* sur un intervalle I. Le point (o) est régulier si

v'(to) # 0, stationnaire sinon.
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° Tangente

En un point régulier, la courbe admet une tangente dirigée par 'y'(to), d’équation
z'(t0) (¥ — y(to)) — ¥'(to0) (z — 2(tg)) = 0. En un point stationnaire, si 7®) (¢g) est

le premier vecteur dérivé non nul, la tangente est dirigée par y®) ().

G Exemple 1 Soit y(¢) = (¢%,#3). Pourt = 1: (1) = (1,1) etv'(1) = (2, 3), donc la
tangenteest3(z — 1) —2(y— 1) =0, s0it3x —2y — 1 =0.Pourt =0
7'(0) = (0,0), 4" (0) = (2,0), v®(0) = (0, 6) non colinéaire & " (0). La tangente

en lorigine est l'axe (Ow) et le point est un rebroussement de premiere espece.

M(t)

Astroide x = cos3t, y = sin3t

L'astroide ci-dessus admet quatre points stationnaires (les sommets sur les axes). La tangente en
M (t) a pour équation z sint + ycost = sintcost : elle coupe les axes en (cost, 0) et (0,sint),

donc le segment découpé a toujours pour longueur 1.



2. Longueur d’'un arc

O Longueur

Pour  de classe C! sur [a, b], la longueur de arc est

= [ Wola= [ e rvera

Elle ne dépend pas du paramétrage (changement de variable C! strictement

monotone). L'abscisse curviligne d'origine &g est s(t) = j;to |7’ (w)|| du. Pour un

graphey = f(z), L = fab V1+ fl(z)?dz.

e Exemple 2 Pour v(£) = (£2,£%) sur [0, 1], |[v'(t)]| = v/4tZ + 9¢% = tv/4 + 9¢2 pour

t > 0. Donc

1 1 13V13 —
L =/ tVa+98dt = | £ (4490 = 32—;’8 ~ 1,44,
0

Attention La longueur se calcule avec la norme ||+/||, jamais avec |z'| 4 |¢/|. La

distance entre les extrémités est seulement un minorant de L.

3. Courbure

0 Courbure

Pour un arc birégulier plan, la courbure algébrique est

fll
(14 f12)3/2°

w/yn _ y/wn
(z? + y/2)3/2 !

k(t) =

et pour un graphe : kK =

Le rayon de courbure est R = 1/|k|. Le cercle osculateur est le cercle de rayon R
centré sur la normale, du c6té de la concavité : c’est le cercle qui épouse le mieux la

courbe au point considéré.



G Exemple 3 Pour le cerclez = rcost, y = rsint: z'y” —y'z" =r?et
2

z'2 + 94?)%/2 = 18 donc k = 1/r. Pour la parabole y = z2, k() = :
( y) / P Y (z) (1 + 422)3/2

ausommet Kk =2, R = % et le cercle osculateur a pour centre (0, %)

4. Coniques

O coriue

Etant donnés un foyer F', une droite directrice D et € > 0, la conique est lensemble

des points M tels que MF = e - d(M, D). Elle est une ellipse si e < 1, une parabole

sie =1, une hyperbolesie > 1.

Conique Equation réduite Foyers, excentricité Propriété
wz yz c2 — a2 _ b2
. Y _I_ Y — ]- /
Ellipse a2 = b2 ,F(+c,0), MF+ MF'=2a
,a>b>0 e=cla
. c?=a?+b*> |MF—MF'|=2a
Hyperbole a:_2 — % =1 ,F(%c0), , asymptotes
¢ e =c/a = :I:%:L'
F(3,0),
directri
Parabole y? = 2pz ree ru;e MF = d(M, D)
Ir = — 9
e=1
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° Tangentes

TT
La tangente au point (wo,yo) de la conique a pour équation —20 + % =1
: TT( YYo .
(ellipse), — ? = 1 (hyperbole), yyo = p(a: + :1;0) (parabole). Pour une
a
équation générale Az? + By + Cy? + - - - = 0 non dégénérée, le signe de

B? — 4AC donne la nature : négatif pour une ellipse, nul pour une parabole, positif

pour une hyperbole.

2 2
G Exemple 4 Pour 422 + 9y? =36,soit% + yZ =1l:a=30=2,

c=+v9—-4=+5e= ? et les foyers sont (4/5, 0).

MF’ = 37/5
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5. Quadriques

0 Quadrique

Une quadrique de R3 est lensemble des points dont les coordonnées vérifient
q(z,y, 2) + £(z,y, 2) + c = 0, ol g est une forme quadratique non nulle, £ une forme

linéaire et ¢ un réel.

Réduire une quadrique

1. Ecrire la matrice symétrique S de q.

2. La diagonaliser dans une base orthonormée (théoreme spectral) :

q= )\1X2 + A2Y2 + A3Z2.
3. Compléter les carrés pour absorber la partie linéaire.

4. Lire les signes des coefficients et reconnaitre la surface dans le tableau.



Equation réduite Nom

z_z + -Z_z + 'z_z =1 ellipsoide
Z—z + Z—z — i—z =1 hyperboloide @ une nappe
2_2 + ?;_z — 2’—; = -1 hyperboloide @ deux nappes
2_2 4 3;_; _ z_j cdne
z = z—z + 'Z—z paraboloide elliptique
zZ = 2—; — g—i paraboloide hyperbolique
2_2 + ‘Z—z =1 cylindre elliptique

Courbes surfaces Maths Spé : un ellipsoide, un hyperboloide a une nappe et un paraboloide hyperbolique

représentés en trois dimensions

G 2 1 0
1 2 0 |],de

Exemple 5 Soit 222 + 2y2 — 22+ 22y = 3. La matrice est S =

0 0 -1
valeurs propres 3 (vecteur (1,1,0)), 1 (vecteur (1,—1,0)) et —1 (vecteur (0,0,1)).
2 2
_ oty Ty 9.2 | .2 2 _ T A
Avecu = N i ﬁ,w—z.3u + v —w 3, soit u® + 3 3 =1

Deux signes positifs et un négatif : c’est un hyperboloide a une nappe.



6. Surfaces et plan tangent

Une surface se donne par un graphe z = f(x, y), par une équation F'(z,y, z) = 0 ou par une

nappe paramétrée (u, v) — S(u,v).

o Plan tangent

o Graphe de fde classe Cl en (a,b):
2= f(a,b) + 5 (@D)(@ - a) + Z (@D)y-b)

e Surface F' = 0 avec VF(M,) # 0: le plan tangent en M) est le plan passant par
M) et de vecteur normal V.F(Mp).

¢ Nappe paramétrée : un vecteur normal est — A —, s’il est non nul.

ou Ov

G Exemple 6 Pour 2 = 22 + y? en (1,2) : f(1,2) =5, f, =22 =2, f, = 2y =4,
doncz =5+ 2(z — 1) + 4(y — 2), soit z = 2z + 4y — 5. Pour lellipsoide
z? +2y? + 322 =6en(1,1,1): VF = (2z,4y, 62) = (2,4, 6), et le plan tangent
estx 4+ 2y + 32 =6.



7. Orthogonalité dans U'espace

O outis

Deux vecteurs sont orthogonaux si u - v = 0. Le produit vectoriel u A v est

orthogonal a u et a v, et ||u A v|| = ||ul| [|v|| | sin 8|. Pour un sous-espace F' d'un
espace euclidien E: E=F @ F+ etdim F+ = dim E — dim F.

« Distance d'un point My(29, Yo, 20) au planaz + by +cz+d=0:
lazo + byo + czp + d|

va?+4 b2+ c?

e Distance de M a la droite passant par A, de vecteur directeur u :

G Exemple 7 Le point M(1,2,3) etleplan2z —y+22—4=0:
|2—-2+6 —4| 2
d= = —. Pour la droite passant par A(1, 0, 2) de vecteur
Vatri+4 (1,0,2)

— —
u=(1,2,2) et le point M(3,1,1): AM = (2,1,—-1), AM AN u = (4,-5,3) de

norme v 50, doncd = 53£

0 Astuce de Zyro Pour savoir si une surface est de révolution autour d’un axe, vérifiez
que deux des valeurs propres de sa matrice sont égales : 'axe est alors la direction

propre de la troisieme.



8. Isométries affines

o Isométrie affine

Une application f de lespace euclidien dans lui-méme qui conserve les distances est
affine, de la forme f(M) = UM + b avec U orthogonale (UTU = I). On a

det U = =£1: f est un déplacement si det U = 1, un antidéplacement si

detU = —1.

o Classification dans le plan

Un déplacement est une translation (U = I) ou une rotation, d’angle @ tel que
cosf = %tr U. Un antidéplacement est une réflexion (s'il a des points fixes) ou une
symétrie glissée (sinon). Dans lespace, un déplacement de partie linéaire U # I est

une rotation ou un vissage d’axe dirigé par ker(U — I), avectrU =1 + 2 cos 6.

3r—4y+6 4x+3y—2
G ExempleSSoitf(a:,y):( ad 5y+ , :c—|—5y ).La matrice

3 -4
U= % (4 3 ) est orthogonale de déterminant 1. Le point (1, 1) est fixe, donc f

est la rotation de centre (1,1) et d’angle § avec cos§ = 3, sinf = £, soit § = 53,1°.




A retenir

Tangente en un point régulier : dirigée par ’y' ; en un point stationnaire : par le premier
dérivé non nul.

z'y" —y'z"
(z2 + y/2)3/2
Ellipse: ¢2 = a® — b2, MF + MF' = 2a ; hyperbole : ¢ = a? + b2,
|MF — MF'| = 2a; parabole : MF = d(M, D).

Longueur: L = [||7'|| ; courbure plane : k = ,rayon R =1/|k|.

Une quadrique se réduit par diagonalisation orthogonale ; les signes des valeurs propres

donnent sa nature.

Plan tangent : gradient (surface implicite), dérivées partielles (graphe), produit vectoriel

(nappe).

Isométrie affine : partie linéaire orthogonale ; déterminant 1 pour un déplacement, —1

pour un antidéplacement.
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