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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

0 Dérivée de z2 par la définition

(z+h)? =22  2zh+h?

h h
que soit la direction : f est holomorphe sur C et f'(2) = 2z.

= 2z + h. Quand h — 0, ce quotient tend vers 2z, quelle

Ainsi f'(1 4 2¢) = 2(1 + 2¢) = 2 + 4.

o Cauchy-Riemann pour le cube
u=z3 - 3zy? v =3z%y — y® Alors u, = 322 — 3y® = vy etuy = —6zy = —v, (car
vz = 6zy) : les équations sont vérifiées partout, et u, v sont C'1, donc f est holomorphe.
f' = ug + v, = 3z — 3y? + 6izy = 3(x + iy)2 = 322 (on reconnait 23). En 1 +4:
uz = 0, vy = 6, donc f'(1 +4) = 64. Controle : 3(1 +14)% = 3 x 2i = 64.
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° La conjugaison

u(z,y) =z, v(z,y) = —y. Alors uy = 1 etv, = —1. La premiére équation u; = vy donne

1 = —1 : fausse en tout point.

Donc f n'est C-dérivable en aucun point, bien que u et v soient trés réguliéres.

o Trois rayons de convergence

a) |an+1/an| = 2,donc R =1/2.

b) |an+1/an| = ] — 0, donc R = +00 : c'est la série de lexponentielle.
n+1
0) |ant1/an| = —— 1,donc R=1.

o Deux intégrales sur un cercle

. dz 2iet
dz = 2ie®dt. Premiérement fc = 2m

27 . .
s = 0 Wdt:fo 1 dt = 2im.

3it 727
Ensuite §, 22dz = 027r 4e2t . 2etdt = 8i fozw editdt = 8¢ [ 63, ] =0, careb™ = 1.
i
0

2

Cela correspond au fait que 2“ a une primitive z3/3 sur C.

o Formule de Cauchy avec une exponentielle
Le point 1 est dans le disque |z| < 3 et z — e est holomorphe sur C: I; = 2imel = 2ime.

Pour I, le point 1 est en dehors du disque |z| < 1/2 et e?/(z — 1) est holomorphe sur ce
disque : par le théoréme de Cauchy, Iy = 0.



e Vrai ou faux ?

a) Faux : exp est entiere et n'est pas un polynome (sa série de Taylor est infinie).

b) Faux : sin est entiere et non constante, donc non bornée par Liouville. On le voit aussi

avec |sin(¢y)| = sinh |y| — +o0.

c) Vrai: si f' = 0 sur un ouvert connexe, u et v ont des gradients nuls (par Cauchy-

Riemann), donc sont constantes sur ce connexe.

o Conjuguée harmonique

Il faut vy = u, = €” cosy, donc v = e*siny + g(x). Puis v, = —uy = €®siny donne

e®siny + g'(xz) = e*siny, soit ¢ = 0 et g = ¢ constante réelle.

Ainsiv = e®siny + cet f = e®(cosy + isiny) + ic = e* + ic.

o Le module au carré

u = 22 + y2 v = 0. Cauchy-Riemann : 4, = 2z = vy = 0etuy = 2y = —v; = 0, soit

x = y = 0. Ailleurs la condition nécessaire est fausse, donc pas de dérivabilité complexe.

£(h) — £(0) _ |hP?
h h

holomorphe suppose la dérivabilité sur un ouvert : aucun ouvert ne convient, donc f n’est

En 0, = h — 0: f est C-dérivable en 0 avec f'(0) = 0. Mais étre

holomorphe nulle part.

Q Développement de 1/(1+22)

1
1 —

rayonestl:a |z| = 1 les termes ne tendent pas vers 0, et les points &% sont des

Avec =Y w" pour [w| < Letw = —2%: f(2) =3 ,50(—1)"2%" pour |2| < 1. Le
w >

singularités.

Le coefficient de 2% est (—1)2 =1 et vaut f(4)(0)/4!, d’ou f(4)(0) =24



0 Intégrales de 1/(z2+1)

A . ) dz )
Pour |2z| = 2: les deux péles % sont dans le disque. f T = 2i7 (formule de Cauchy
ZF1

1
avec f = 1), donc lintégrale vaut ?(2i7r — 2im) =0.
i

dz dz
Pour |z — 4| = 1/2: seul i est dans le disque. On a § - = 2imet § - = (0 (Cauchy,
1 zZ—1 zZ+1
—1 a Uextérieur). Résultat : % X 21w = .
i
Q Dérivée seconde par Cauchy
f(2)

2im
Formule de Cauchy a lordre n = 2 avec f = coseta=0:§ dz = Tf”(O).

3
z
Comme f” = —cos, f"(0) = —1, donc lintégrale vaut —im.

@ Croissance au plus affine

Inégalité de Cauchy en 0 sur le cercle de rayon R, ou M(R) < 5+ 3R:
" n!(5+ 3R)
|F™(0)] < —f@n

donc f™(0) = 0.

. Pourn > 2 le membre de droite tend vers 0 quand R — oo,

Comme f est la somme de sa série de Taylor sur C, f(2) = f(0) + f/(0)z. Pourn =1:
5+ 3R
F'(0)] <

— 3,dou |B] < 3.

@ Zéros de sinetordrede z -sinz

1z —iz

a)sinz = 9 =0 < e =1 < z€ aZ Enkm,
i
sin’(km) = cos(km) = &1 # 0 : tous ces zéros sont simples (ordre 1) et isolés.
3 5
. z z [ N
b)z —sinz = 5 120 + ---: les dérivées d'ordre 0, 1,2 en 0 sont nulles et la troisiéme

vaut1 # 0. L'ordre est 3.



G Maximum sur un disque

a) |22 — 1| < |2|? + 1 < 2, avec égalité si et seulement si |z| = 1 et 22 est un réel négatif,

soit 22 = —1: z = +4. Le maximum vaut 2, atteint en %4, sur le bord, comme prévu.

b) |e®+%¥| = e® < el < €%, avec égalité pour £ = 2, y = 0: maximum € atteinten z = 2
(au bord).

0 Module constant sur le bord

Principe du maximum : | f| < 1 sur le disque (le max est sur le bord ol | f| = 1). Comme f
ne s'annule pas, 1/ f est holomorphe sur D(0, 1), continue sur le disque fermé, de module 1
aubord: |1/f| <1,donc|f| > 1.

Ainsi |f| = 1 partout. Un point intérieur serait alors un maximum local de |f| :par le

principe du maximum, f est constante.

a Zéros qui s’accumulent

a) La suite 1/n tend vers 0 et, par continuité, f(0) = 0: 0 est un zéro non isolé. Comme C

est connexe, f = 0.

b) Non. Posons g(z) = f(z) — z: elle est nulle en 1/(2k) pour k > 1, ensemble qui
s'accumule en 0 € D(0,1), donc g = 0 et f(2z) = z. Mais alors f(1/3) =1/3 # —1/3:

contradiction.



° Intégrale avec trois termes

A B C 1
—— =—+4+ —+——Enz=0:-2B=1,B=——.Enz=2:
2% (z — 2) z+z2+z—2 n# g "%

4C=1,C = 1 Le coefficientde z2donne A+ C =0, A = —%.

On cherche

e® e®
Les points 0 et 2 sont dans le disque. Par Cauchy : § — = 2im, § — = 2in(e*)(0) = 2im
z z

ez
, = 2ime?.
fz—2 ime

~
2 2

. ~ 6,901.

1
Total : 27 —_—
ota z7r( 1

e2) _ im(e? — 3)

Q Partie réelle positive

Posons g = e~/ : elle est entiére et lg| = e Ref < 1, donc bornée. Par Liouville g est

constante.

Alors 0 =g’ = —f'e f; comme e™f # 0, f/ = 0 sur C connexe, et f est constante.

@ Module constant

Sic =0, f = 0. Sinon, dériver u? + v* = ¢? par rapport 3 et ¥ donne Utz + vv, = 0 et
Uly + vy = 0. Avec Cauchy-Riemann (uy = —g, vy = uz) la seconde devient
—uv, + vuy, = 0.
. N A . : 2 1 a2 2
Le systeme en (ug, vy ), de matrice et de déterminant —(u® + v*) = —c* # 0,
v —u

n'a que la solution nulle : u; = v, = 0, donc f' = 0 et f est constante sur le connexe U.
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