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Espaces vectoriels et applications linéaires :
exercices de maths Licence L2 a télécharger en PDF

Le livre d’exercices corrigés de maths Licence L2

Tout le programme en un seul PDF de 128 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

20 exercices classés par difficulté (* facile, %% moyen, * %% difficile). Cherche

d’abord sans regarder le corrigé !

° Sous-espaces ou non ?
Dites si chaque partie de R2 est un sous-espace vectoriel, en justifiant.
a.A={(z,y) :z+y=10}
b.B={(z,y) :z+y=1}
c.C={(z,y) : zy =0}
d.D = {(z,y) : z > 0}
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o Combinaisons linéaires
Dans R3, soitv = (1,2,3) etw = (2,—1,0).
a. Calculer 2v — 3w.

b. Le vecteur (5,0, 3) appartient-il & Vect(v, w) ? Et (5,3, 3) ?

© Fomitte tibre ou lice
Dans R2, les familles suivantes sont-elles libres ?
a. ((1,2),(3,6))
b. ((2,1), (1,3))
c. ((1,0), (0,1), (1,1))

o Calculer des dimensions

Donner la dimension de : a) R3[X] ; b) M2 3(R) ; ¢) C vu comme R-espace ; d)
{(w7y, Z,t) € R4 ‘= t}

o Linéaire ou pas ?

Parmi les applications de R2 dans R?, lesquelles sont linéaires ?
a. f(z,y) = 2z — y, = + 3y)
b.g(z,y) = (z+1, y)

c.h(z,y) = (zy, z)
Calculer ensuite f(2,1).



o Un noyau et une image dans le plan

Soit f : R? — R?, f(z,y) = (z — 2y, — 2z + 4y). Déterminer Ker £, Im f et vérifier le

théoréme du rang.

° La dérivation des polynomes

Soit D : Ry[X] — Ry[X], P — P’. Montrer que D est linéaire, puis déterminer son noyau,

son image et son rang.

o Base d’un sous-espace de R4

Soit F = {(z,y,2,t) €ER*: 24+ y=0et z—t = 0}. Déterminer une base de F et sa

dimension.

o Famille lige dans R3

Soitu; = (1,2,1), us = (2,1,0), ug = (0, 3,2). Montrer que la famille (u1, u2, ug) est

liée, puis donner le rang de la famille et une base de Vect(ul, U2, U3).

Q Un plan et une droite supplémentaires

Dans R3, soit F = {(z,¥,2) : x + y+ 2 =0} et G = Vect((1, 1, 1)). Montrer que
R3 = F @ G, puis décomposer (3,0, 0).

0 Dimension d’une intersection

Soit F' et G deux sous-espaces de R® de dimension 3. a) Quelle est la plus petite valeur
possible de dim(F N G) ?b) Sidim(F N G) = 1, que vaut F' + G ? ) Quelle est la plus
grande valeur possible de dim(F N G) ?



e Noyau et image d’un endomorphisme

Soit f : R3 — R3, f(z,y,2) = (z + vy, y+ 2, T — 2). Déterminer Ker f et Im f.

L'application est-elle injective ? surjective ?

e Appliquer le théoréme du rang

Que peut-on dire dans chaque cas ? a) f : R® — R3 linéaire surjective : dim Ker f ? b)
f : R* — R* lindaire injective : est-elle bijective ? ¢) f : R® — R? lindaire : peut-elle &tre

surjective ?

@ Interpolation et isomorphisme

Soit ¢ : Ry[X] — R3, P — (P(0), P(1), P(2)). a) Montrer que ¢ est linéaire et injective.

b) En déduire que c’est un isomorphisme. c) Calculer go(Xz).

e Un supplémentaire dans R*

Soit F = Vect((1,0,1,0), (0,1,0,1)). Proposer un supplémentaire G de F dans R* et le

justifier.

e Un projecteur

Dans R2, soit F' = Vect((1,1)) et G = Vect((1,2)). a) Montrer que R? = F @ G et
décomposer (z,y). b) Soit p la projection sur F parallélement & G : donner p(z, y), vérifier

p o p = p, puis déterminer Ker p et Im p.



e Rang d’une composée

Soit f: E— Fetg: F — G linéaires, E de dimension finie. Montrer que
Ker f C Ker(g o f) puis que rg(g o f) < min(rg f,rg g). Donner un exemple ol
rg(go f) < rg f strictement.

Q Endomorphisme de carré nul

Soit u un endomorphisme d’'un espace E de dimension n tel que u o u = 0. a) Montrer que
Imw C Ker u. b) En déduire que rgu < n/2. c) Que dire pour n = 5 ? d) Vérifier avec
u(z,y, 2,t) = (2,t,0,0) sur R4,

e Hyperplan noyau d’une forme linéaire

Soitp : R* = R, o(z1,22,x3,24) = 1 + 225 — T3 + 3x4. a) Montrer que ¢ est
surjective et donner dim Ker ¢. b) Trouver une base de Ker . c) Plus généralement, quelle

est la dimension du noyau d’une forme linéaire non nulle sur un espace de dimensionn ?

@ Polynomes s’annulant en 1

Dans E = R3[X], soit F = {P € E : P(1) = 0} et G lensemble des polynémes
constants. a) Montrer que F est un sous-espace et calculer sa dimension. b) Montrer que

E =F ® G. c) Décomposer P = X3.
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3 Entraine-toi : défi express de Licence Changer de niaE] )

L2

Niveau : Licence L2

6 questions au hasard, correction tout de suite.

<" Lancer le défi

<" Zyro te conseille la suite
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Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planetes du savoir et leurs applis.
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