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20 exercices classés par difficulté (* facile, %% moyen, * %% difficile). Cherche

d’abord sans regarder le corrigé !

° Sous-espace ou pas ?
Dans R2, dis lesquelles de ces parties sont des sous-espaces vectoriels :

A={(z,y): 2 =3y}, B={(a,y) : 2 +y =2}, C = {(a,9) : 2y = O}.

° Un plan comme Vect

Ecris F = {(z,y,2) € R?: y = 0} comme un Vect, puis donne une base et la dimension
de F.
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e Colinéaires ou non

Dans R2, dis si chaque famille est libre ou lie : ((1,2), (3,6)) et ((1,2), (2,1)).

o Coordonnées dans une base

Montre que ((1,1), (1, —1)) est une base de R? et donne les coordonnées de (5,1) dans

cette base.

o Dimensions @ connaitre

Donne la dimension de : R4[X]; M32(R); {(z,¥,2,t) € R*: £ =t} ; C comme R-

espace vectoriel.

o Génératrice mais pas libre

La famille ((1,0), (1,1), (0,1)) est-elle génératrice de R? ? Est-elle libre ?

° Somme directe ?

Dans R2, F = Vect((1,2)) et G = Vect((2,4)) sont-ils en somme directe ? Et F avec
H = Vect((0,1)) ?

o Une droite dans l'espace

Détermine une base et la dimension de

E;={(z,9,2) eR¥:z2+y+2z=0et z—y=0}



o Polynomes qui s’annulent en 1

Soit FF = {P € R3[X] : P(1) = 0}. Montre que F est un sev de R3[X], donne une base et

la dimension.

° Un paramétre dans une famille

Dans R3, soientu = (1,2,1), v = (2,1, 3) et w,, = (1, —1,m) ol m est un réel. Pour

quelles valeurs de m la famille (u, v, wy,) est-elle liée ?

0 Une base de Uespace

Montre que B = ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) est une base de R3, puis donne les
coordonnées de (2,4, 6) dans B.

e Vrai ou faux ?

Dis si chaque affirmation est vraie ou fausse, en justifiant : (a) la réunion de deux sev est un
sev ; (b) lintersection de deux sev est un sev ; (c) toute famille de 4 vecteurs de R3 est liée ;

(d) si F' C E sont de dimension finie avec dim F' = dim F, alors F' = FE.

e Un supplémentaireduplanx+y+2=0

Soit F = {(z,y,2) € R¥: 2+ y+ 2 =0} et G = Vect((1,1,1)). Montre que
RP=F&G

@ Formule de Grassmann

Dans R4, soient F' = Vect(e1, es, e3) et G = Vect(es, e4), oti (€;) est la base canonique.
Calcule dim F, dim G, dim(F' + G), puis dim(F N G). La somme est-elle directe ?



e Compléter en une base de R~4

La famille v; = (2,1,0,1),vs = (0,1, 1,0) est libre dans R% Compléte-la en une base de

R* avec des vecteurs de la base canonique, et justifie.

e Un supplémentaire dans R~4

Soit F = {(z,y,2,t) ER*:z+y+2z+t=0etz—y+2—t=0}et
G = Vect(e1, e2). Détermine une base de F', puis montre que F et G sont

supplémentaires dans R4,

0 Un changement de base polynomial

Montre que (1, X — 1, (X — 1)2) est une base de Ry[X], puis donne les coordonnées de
P = X? — 3X + 5 dans cette base.

° Symétriques et antisymétriques

Dans M3(R), soit S lensemble des matrices symétriques et A celui des matrices

antisymétriques (M T = —M). Montre que M3(R) = S @ A, puis décompose

u=( )

Q Somme directe et bases

Soient F et G deux sev de E tels que F NG = {0}, (f1,..., fr) une base de F' et
(g1, ---,9s) une base de G. Démontre que (f1,--., fryg1,---,9s) estune base de FF & G.



@ Intersection de deux plans

Dans R3, soient P; = {z + y+ 2z =0} et P = {x — y + 2z = 0}. Détermine une base
de P; N Py, puis calcule dim(P; + P») avec la formule de Grassmann.
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