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Les vecteurs du plan, les polyndmes, les matrices, les fonctions continues : tous
ces objets s’additionnent et se multiplient par un réel, et ils obéissent aux mémes
regles. L'algebre linéaire isole ces regles et en tire une théorie unique, avec un
vocabulaire (sous-espace, base, dimension, noyau, image) qui sert dans toute la
suite des mathématiques. Ce chapitre construit ces outils et démontre le résultat

central : le théoreme du rang.
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1. Espaces vectoriels et sous-espaces

o Espace vectoriel réel

Un espace vectoriel (ev) sur R est un ensemble E muni d’'une addition + pour
laquelle (E, —|—) est un groupe commutatif (élément neutre Og), et d’'une
multiplication par les réels vérifiant, pour tous u,v € Eet A\, u € R:
A(u+v) = du+ v, (A + p)u = Au + pu, (Ap)u = A(pu) etl - u = wu.

Exemples usuels : R”, lensemble R[X] des polynémes, lensemble M,, ,(R) des matrices,

lensemble des suites réelles, lensemble des fonctions de IR dans R.

° Caractérisation des sous-espaces vectoriels

Une partie F' de E est un sous-espace vectoriel (sev) de F si et seulementsi0g € F

et, pour tous u,v € Fettous \,p € R, Au+ pv € F.




G Exemple 1

Soit F = {(z,y, 2) € R3 | z + 2y — z = 0}. Le triplet nul vérifie léquation, donc
0 € F.Si(z,y,2) et (2',9, 2') sont dans F, alors

(Az + pz') +2(My+ py) — (Az+ p2’) = X-0+4 - 0 = 0: la combinaison est
dans F. Ainsi F est un sev de R3 (un plan).

Erreur classique

Une droite qui ne passe pas par l'origine n'est pas un sev (la droite orange de la
figure) : elle ne contient pas 0. L'intersection de deux sev est un sev, mais la réunion

de deux sev n'en est en général pas un.

2. Combinaisons linéaires et sous-espace engendré
Une combinaison linéaire de u1, . .., up est un vecteur Adjug + - - - + Apup. Lensemble de ces

combinaisons est noté Vect(ui,. .., up) : cest le plus petit sev de E contenant tous les u;,

appelé sev engendré. Dans R2, Vect(u) est la droite dirigée par u si u # 0.

3. Familles libres, génératrices, bases

0 Famille libre, génératrice, base

Une famille (1, ..., up) est libre si Ayuq + - - - + Apup, = 0 entraine
A1 =+ = Xp = 0; elle est liée sinon. Elle est génératrice de E si

Vect(ui,...,up) = E. Une base est une famille a la fois libre et génératrice.



o Coordonnées

Si(eq,...,e,) estune base de E, tout vecteur u s'écrit de fagon unique

u==xi1e1+ -+ xye, ; les x; sont les coordonnées de u dans cette base.

Méthode : montrer qu’une famille est libre

1. Ecrire Adjug + - - - + Apup, = 0.
2. En déduire un systéme sur les A; en projetant sur les coordonnées.

3. Montrer que la seule solution est Ay = +-- = A, = 0.

e Exemple 2

Dans R3, soitu; = (1,1,0), ug = (0,1,1), uz = (1,0,1). Légalité
aui; + bus +cuz =0donnea+¢=0,a+b=0b+c=0.0Onentirec = —a,
b= —a,puisb+c¢c= —2a =0,donca =b=c = 0:lafamille est libre.



° Astuce de Zyro

Deux vecteurs sont liés exactement quand lU'un est un multiple de Uautre : sur la
figure, u et v pointent dans des directions différentes, donc ils sont libres, et u + v est

la diagonale du parallélogramme qu’ils engendrent.

. 4. Dimension finie

o Théoréme de la dimension

Un ev admettant une famille génératrice finie posséde des bases, et toutes ont le
méme nombre d'éléments : c’est sa dimension, notée dim E. Si dim E = n, alors
toute famille libre a au plus n vecteurs, toute famille génératrice en a au moins n, et

une famille libre (ou génératrice) de n vecteurs est une base.

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

OnadimR"” =n,dimR,[X] =n+1 (base (1, X,...,X")) etdim M, ,(R) = np. Si F est

un sevde E, alors dim F' < dim F, avec égalité si et seulementsi F = E.

° Formule de Grassmann

Pour deux sev F' et G de dimension finie :

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).



5. Applications linéaires

© Avplication linéaire

Une application f : E — F est linéaire si, pour tous u,v € Eet A\, u € R,
Ff(Au + pv) = Af(u) + pf(v). On note L(E, F) leur ensemble ; un endomorphisme
est une application linéaire de E dans FE, un isomorphisme est une application

linéaire bijective.

Une application linéaire vérifie toujours f(OE) = O, et la composée de deux applications

linéaires est linéaire. Une application linéaire est entierement déterminée par l'image d’une base.

Erreur classique

f(0) = 0 est une condition nécessaire, pas suffisante : (z,y) — (zy, ) envoie 0 sur

0 et n'est pas linéaire, car f(2-(1,1)) = (4,2) # 2f(1,1) = (2,2).

6. Noyau et image

0 Noyau et image

Pour fe L(E,F):Kerf={u€ E| f(u) =0p}etIm f = {f(u) | u € E}.Ce

sont des sev de F et de F' respectivement.



Propriétéde f:E - F Condition équivalente Lecture

aucun vecteur non nul

f injective Ker f = {0
Y ! { E} n’est envoyé sur 0
tout vecteur de F aun
f surjective Imf=F
antécédent
f bijective injective et f admet une réciproque
(isomorphisme) surjective linéaire

Si (e1,...,ey) estune base de F, alors Im f = Vect(f(e1),..., f(en))- Léquivalence « f
injective < Ker f = {0g} » vient de la linéarité : f(u) = f(v) & f(u—v) =0.

G Exemple 3

Soit f : R® = R?, f(z,y,2) = (x +y— 2, 2z — y + 2). Si f(z,y,2) =0, 0n
additionne les deux équations : 3z = 0, donc * = 0 et 2 = y. Ainsi

Ker f = Vect((0,1,1)), de dimension 1. Comme f(1,0,0) = (1,2) et
£(0,1,0) = (1, —1) ne sont pas colinéaires, Im f = R2.

7. Le théoréme du rang

Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image : rg f = dim Im f.

o Théoréme du rang

Si E est de dimension finie et f € L(E, F), alors dim F = dim Ker f + rg f.



Idée de la preuve. On compléte une base de Ker f en une base de E ; les images des vecteurs

ajoutés forment une base de Im f.

Dans lexemple 3,3 = 1 + 2. Conséquence : sidim E = dim F' = n, alors f injective & f

surjective < f bijective. Cette équivalence est fausse en dimension infinie.

8. Somme directe et projecteurs

o Somme directe, supplémentaires

Lasomme F+ G ={u+v|u € F, v e G} estdirectesi F NG = {0} ; on note
F® G.Sideplus F® G = E, les sev F et G sont supplémentaires : toutu € E
s'écrit de facon uniqgueu = v+ wavecv € F,w € G, etdim F = dim F + dim G.

0 Projecteur

Un projecteur de E est un endomorphisme p tel que p o p = p. Alors
E =Kerp ® Imp, et p est la projection sur Im p parallélement a Ker p.

En effet, u = (u — p(u)) + p(u) avec p(u — p(u)) = p(u) — p(p(u)) = 0, et si v = p(w) est
aussi dans Ker p, alors v = p(p(w)) = p(v) = 0.




G Exemple 4

Dans R, soit D = Vect((1,1)) et E' = Vect((1,2)). Ces deux droites sont
distinctes, donc supplémentaires. Pour M = (3,4), on cherche

a(1,1) +b(1,2) = (3,4):a+b=3,a+2b=4doncb=1leta =2 lLa
projection sur D parallélement & E' envoie M sur (2, 2), et l'autre composante est

(1,2).

A retenir

F estunsevde EsiQ € F etsi F est stable par combinaisons linéaires.

Une base est libre et génératrice ; tout vecteur y a des coordonnées uniques ; toutes les

bases ont dim F éléments.

En dimension 1 : une famille libre de n vecteurs, ou génératrice de n vecteurs, est une

base.

Grassmann : dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

f linéaire : finjective < Ker f = {0} ; f surjective <> Im f = F'.
Théoréme du rang : dim £ = dim Ker f + rg f.

Projecteur:pop =pet E = Kerp @ Im p.
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