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Tout le programme en un seul PDF de 50 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

Corrigé du contrdle avec le bareme détaillé. Compte tes points et repere ce qu’il

faut revoir.

Durée conseillée : 45 minutes. Baréme sur 20 points. Calculatrice autorisée seulement
quand l'énoncé le précise.

0 Un sous-espace de R3
(0,0,0) € F (0,5pt). Pouru = (z,y,2), v’ = (2/,y,2') € Fet\,p e R:
20z +pz’) — Ay +py) + (Az+p2') =A-04+ p-0=0,donc Adu+ pu’ € F (1,5
pt).
Base:z = y — 2z, donc (2, y, 2) = z(1,0,—2) 4+ y(0, 1, 1). Cette famille engendre F et

est libre (coordonnées x et y indépendantes) : c’est une base, dim F' = 2 (1 pt).
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0 Famille libre ou lide

Onremarque2u; —us =(2—2,2+1,4—0) = (0,3,4) = ug (1 pt). La famille est
donc liée (0,5 pt).

(u1,ug) estlibre:auy + bug = 0 donnea+2b=0,a —b=0,dota =b=0 (1pt)

Comme ug € Vect(ug,uz), Vect(ug, uz,us) = Vect(u1, us), de dimension 2 (0,5 pt).

° Noyau, image, rang

a.Si f(z,9,2) =0:z+y+2=0et2z +y— 2= 0; en additionnant, 3z + 2y = 0,
ce qui rend la troisieme équation redondante. Avec £ = 2A:y = —3\, z = . Donc

Ker f = Vect((2,—3,1)) (1,5 pt).

b. Théoréme durang:1g f = 3 — 1 = 2 (0,5 pt). La troisiéme composante de f(z,y, 2)
est la somme des deux premiéres, donc Im f C {(a,b,c) | ¢ = a + b}, plan de

dimension 2 : égalité (1 pt).

c. Ker f # {0} : f nest pas injective ; rg f = 2 < 3: f n'est pas surjective (1 pt).

° Un projecteur de R3
a. p est linéaire. p(p(z, ¥, 2)) = p(z, ¥,z + y) = (z,y, = + y) = p(x,y, 2), donc
pop=p(1pt)

b.Imp = {(a,b,a + b)} = Vect((1,0,1),(0,1,1)). plan d’équation z =z + y (1.5
pt).p(z,y,2) =0 < z =y =0, donc Kerp = Vect((0,0,1)) (1 pt).

c. R? = Ker p ® Im p (droite et plan supplémentaires, 1 + 2 = 3) (0,5 pt).



o Polynomes a deux racines

F est lintersection des noyaux des formes lindaires P — P(0) et P — P(1): c'est un sev
(1 pt).

Pour P=aX3+bX2+cX+d:P(0)=d=0etP(1) =a+b+c=0,soit
c=—a—b. Donc P=a(X3— X)+b(X? - X) (1pt)

La famille (X3 - X, X% - X)) est libre (degrés différents) et génératrice de F': c’'est une
base, dim F' = 2 (1 pt).

o Questions rapides

a. Vrai:onadimKer =4 — 3 = 1; par exemple (z, ¥, 2,t) — (z,y, 2) est surjective

de noyau Vect((0,0,0,1)) (1 pt).
b. Faux : si f estinjective, rg f = 3, mais rg f < dimR? = 2 (1 pt).

c. Faux : une famille de quatre vecteurs est liée mais pas forcément génératrice, par

exemple quatre multiples de (1, 0, O) n'engendrent qu’une droite (1 pt).
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