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° Unplan de R3

a. (0,0,0) € F, etpour u,v € F, A\, u € R, lexpression x — y + 2z est linéaire donc
nulle sur Au + uv (1 pt).

b. Un élément s'écrit (y — 22,4y, 2) = y(1,1,0) + 2(—2,0,1) (1 pt). Ces deux vecteurs
sontdans F(1—1=0; -2 -0+ 2 = 0) et non proportionnels : base de F,
dim F = 2 (1 pt).

c.Non: (1,0,0) et (0, 1,0) sont dans G mais pas leur somme (1,1,0) (1 pt).

e Famille de vecteurs
a. U — U] = (0, 1, —2) = ug, soitu; — ug + ug = 0 (1 pt).

b. u1, ug ne sont pas proportionnels : libres ; ug € Vect(ul, uz). Rang 2 et base

(u1,u2) (1pt).

c. Déterminantde uy, ug,w:1-(1-1—-0-0)—0+2-(1-0—1-0)=15#0 (1pt);

trois vecteurs libres en dimension 3 forment une base (1 pt).

° Une application linéaire de R3

azxz+2y=0y=zzxz+y+z=0donnentx = —2y,z=y, et 2y+y+y=~0est
vérifiée. Ker f = Vect((—2,1,1)) (2 pts).

b. f(e1) = (1,0,1), f(e2) = (2,1,1). fes) = (0,—1,1) = 2f(e1) — f(ez). Une base
de limage est ((1,0,1),(2,1,1)) (1 pt); un vecteur (a + 2b, b, a + b) vérifie
z = ¢ — y, équation de Im f (1 pt).

c.1g f = 2 =3 — 1 cohérent avec dim Ker f = 1. Le noyau n'est pas réduit a {0} : pas
injective ; le rang est 2 < 3 : pas surjective (1 pt).



o Somme directe dans R*

a. Si aay + Bag + by + dbg = 0, les coordonnées donnenta+v =0, a+ § =0,
B+7=0,—-0=0.Alorsy=0=—qa,B=aetf—J =2a=0:tousles

coefficients sont nuls (2 pts).

b. Quatre vecteurs libres dans R4 en forment une base :donc '+ G = R* et

dimF 4+ dimG =4,dou FNG = {0} etR* = FO G (1 pt).

c. On trouve u = 2a; + ag + by : la partie dans F est (2,2, 1, 1), celle dans G est
(1,0,1,0) ; leur somme vaut bien (3,2,2,1) (1 pt).

o Théoréme du rang

a.Non:rg f <4 < 7,doncdimKer f > 3 (1 pt).
b.rgf =4,doncdimKer f =7 —4 =3 (1 pt).

crgf=7T—5=2 < 4:non surjective (1 pt).
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