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Dans ce chapitre, on mesure la « taille » d’'une fonction ou d’une suite par une
norme intégrale, et on découvre que, parmi tous ces espaces, un seul possede une
géométrie euclidienne complete : lespace L2 Cest lui qui permet de projeter, de
décomposer en séries de Fourier et de représenter les formes linéaires. Le cadre
est un espace mesuré (X, A, p) ; les deux cas concrets sont lintervalle [a, b]
muni de la mesure de Lebesgue et lensemble N muni de la mesure de comptage

(espaces £P).
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1. Les normes || - ||, et les espaces L?

0 Définition (espace L")

1/p
Pour 1 < p < 00, on pose || f||, = (/ | fIP dp,) et LP(u) est lensemble des
X

(classes de) fonctions mesurables telles que || f||, < 00. Pour p = 00, || f|| o0 est le
supremum essentiel de |f| Deux fonctions égales presque partout sont identifiées :

sans cette convention, || f||, = 0 n'entrainerait pas f = 0.

Dans le cas de la mesure de comptage, on obtient les espaces de suites £P, avec

Iz|lp = (X, [zal?) P bans R2, la boule unité pour || - ||p change de forme avec p : losange

pour p = 1, disque pour p = 2, carré a la limite p = oc.

p=w
Op=4
[dp=2
Cp=1
dp=112

@ Attention : p > 1 est indispensable

Pour p < 1 la formule ci-dessus ne définit plus une norme : la boule unité n'est plus

convexe (courbe en pointillés sur la figure) et linégalité triangulaire échoue.



2. Inégalités de Young, de Holder et de Minkowski

1
Deux exposants p, g 6]1, oo[ sont dits conjugués si — + — = 1. Par exemple p = 3 a pour
p q

conjugué q = % et p = 2 est son propre conjugué.

° Inégalités fondamentales

a? b?
a.Young. Poura,b > 0:ab < — + —.
p q

b. Hélder. Si f € LP etg € LY, alors fg € L! et/|fg| dp < || fllp llgll - Pour

p = q = 2 c’est linégalité de Cauchy-Schwarz.

c. Minkowski. Pour p > 1: || f + gll, < || fllp + [lgllp- Ainsi || - || est bien une norme.

Idée de la preuve. L'inégalité de Young exprime que le rectangle de c6tés a et b est recouvert par
laire sous la courbe y = zp1 (entre O et a) et l'aire & gauche de cette courbe (entre 0 et b) ; la
figure ci-dessous lillustre pour p = 3. Pour Hélder, on suppose || f|l, = ||9]|q = 1. on applique
Young a | f(z)] et |g()| puis on integre : [ |fg| < % + % = 1; le cas général s'obtient par
homogénéité. Pour Minkowski, on écrit | f + g|? < |f| |f + g~ + |g] | f + 9P~ on applique
Hélder & chaque terme avec | f + g|P~! € L9, puis on simplifie.
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G Exemple 1 : intégrabilité de z~1/3

Soit f(z) = /3 sur]0, 1]. Alors | f|> = 2 P/3 est intégrable en 0 si et seulement si

1
% < 1, clest-a-dire p < 3. Donc f € L% avec || f||? = / = 3dz = 3, soit
0
| fll2 = v/3. mais f € L% Sur [1,400] la situation s'inverse : f € LP si et seulement
sip > 3.

3. Complétude et inclusions

° Théoréme (Riesz-Fischer)

Pour 1 < p < 00, lespace LP(u) est complet : c’'est un espace de Banach. De plus,

une suite qui converge dans LP posséde une sous-suite qui converge presque partout

vers la méme limite.

Les inclusions dépendent de la mesure. Si u(X) < 00, alors L? C LP pour p < g, grace a Holder :
1 fllp < u(X)YP~14) £||,. Pour la mesure de comptage c'est Uinverse : £2 C £2 pour p < g, avec

|lz]|q < ||z]|p- Dans les deux cas, aucune inclusion n'est une égalité : lexemple 1 montre une
fonction de L2(]0, 1]) hors de L3.

Y. Produit scalaire et espaces de Hilbert

© oéfinition (espace de Hilbert)

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (-, ) qui

induit la norme ||z|| = +/(z, ). C'est un espace de Hilbert s'il est complet pour cette
norme.



Lespace L?(u) est un espace de Hilbert pour {f,g) = [ fgdu. et £2 en est le modéle discret. On
dispose de linégalité de Cauchy-Schwarz |[{z,y)| < ||z||||y||, du théoréme de Pythagore (
z Ly=|z+y||?=|z]|?+ |y||? et de lidentité du parallélogramme :

lz +yl* + llz — ylI* = 2[l=]|* + 2lly]*.

Cette identité caractérise les normes issues d’un produit scalaire : elle est fausse dans LP des que

p # 2. Ainsi L? est le seul espace de Hilbert de la famille.

5. Projection orthogonale

° Théoréme de projection

Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. Pour tout z € H, il
existe un unique pr(x) € F tel que ||z — pr(x)|| = d(z, F). Il est caractérisé par
z —pr(z) € F'.Onaalors H=F & F et |z||* = |pr(2)|* + |z — pr(z)||.
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Méthode : projeter sur un sous-espace de dimension finie

1. Choisir une famille génératrice (u1, . . ., ux) de F et écrire pp(z) = ), aju;.
2. Traduire  — pp(z) L u; pour tout ¢ : on obtient le systéme
> a5(uy ui) = (T, u;)-

3. Résoudre, puis calculer la distance par d(z, F)? = ||z||? — ||pr(z)||?.

G Exemple 2 : projeter 2 sur les polynémes de degré au plus 1

Dans L%(]0, 1[), cherchons p = a + bt, projection de f(t) = t2 sur F' = Vect(1, ).
Les conditions (f — p,1) = 0 et (f — p,t) = 0 donnent % —a— % =0et

% = = % =0,doub=1eta = —%. Doncpr(f) =t — %. La distance vérifie

1
2
d(f,F)2=/0 (2 —t+ %) 'dt = 345

6. Bases hilbertiennes

0 Définition (base hilbertienne)

Une famille orthonormée (e, )n>1 de H est une base hilbertienne si lespace
engendré par les ey, est dense dans H. Alors tout & € H sécritx = ), (z,epn)en

(convergence dans H).



o Bessel et Parseval

Pour toute famille orthonormée, 3 |(z, e,)|? < ||z||? (Bessel). Pour une base
hilbertienne, il y a égalité : | z||? = > (z, en)|? (Parseval). L'application
z — ((x,e,))n estalors une isométrie de H sur £2 : tout espace de Hilbert séparable

de dimension infinie est « le méme » que 22

Sur]0, 1[, la famille e, (t) = v/2sin(nzt), n > 1, est une base hilbertienne de L(]0,1]) ; la
figure montre les profils sin(n:r) sur]O, 71'[, qui oscillent de plus en plus vite et sont deux a deux

orthogonaux.
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e Exemple 3 : une somme de série par Parseval

Prenons f = 1 dans L2(]0, 1]). Alors

1 n
2(1—-(-1 242
(f,en) = \/5/ sin(nnt) dt = v2(1-(-1) ),nulpourn pair et égal a V2
0 nmw . nmw
our i impair. Comme 2 — 1, Parseval donne =1, soit
pour 1 impai 1 £ ) o i

n impair



7. Théoréme de représentation de Riesz

° Théoréme de Riesz-Fréchet

Soit H un espace de Hilbert et ¢ : H — R une forme linéaire continue. Il existe un

unique @ € H tel que ¢(x) = (z, a) pour tout z, et ||| = ||a||.

La preuve utilise la projection : si ¢ # 0, son noyau est un hyperplan fermé ; on prend u unitaire
orthogonal a ce noyau et on pose a = <p('u,)'u, Le méme principe vaut pour les espaces LP avec

1 < p < 00 : toute forme linéaire continue s'écrit (f) = ffg dp avec g € L9, g conjugué de p,
et||¢|l = ||gllq- On dit que le dual de LP est L9,

G Exemple 4 : norme d’une forme linéaire

Sur L2(]0, 1]), soit (f) = /0:l t f(t) dt. Elle s'écrit (f, a) avec a(t) = t, donc
1

loll = lall = ( [ )™
ol = |lall2 = (/ t t) = ——. La borne est atteinte pour
0 V3

f=a/||a|lz = V/3t: on vérifie p(f) = v/3/3.

° Le conseil de Zyro

Sur ma planéte, on dit : « pour une norme, cherche d’abord 'égalité dans Cauchy-
Schwarz ». La forme linéaire est maximale quand f est proportionnelle a a : c’'est

exactement la direction que le théoreme de Riesz désigne.



A retenir

I fllp = (f |f|p)1/p est une norme si et seulement si p > 1; L? est complet (Riesz—

Fischer).

Holder : || fgll1 < || fllpllgllq avec % + % = 1; Minkowski : l'inégalité triangulaire dans
LP.

Mesure finie : LY C L? pour p < q; suites : /7 C €2 pourp < q.

Hilbert = préhilbertien complet ; L2 lest, avec lidentité du parallélogramme.
Projection sur un fermé F': z — pp(z) € FL, et||z||? = ||pr(2)||? + ||z — pr(z)||?

Base hilbertienne : £ = Y (z, e, )e, et Parseval ||z||2 = 3 |(z, ex) |2

Riesz : toute forme linéaire continue est (-, a), avec ||p|| = ||al|-
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