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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

0 Normes de la fonction identité

1 1 \lp
Pourp > 1, fol zP dr = PR donc || f|l, = ( ) :

+1 p+1
1 1 1y\1/4
= Zflle = — ~ 0,577, || f]ls = (—) ~ 0,669.
Il = 1Al = <= ~ 0577l = (3
Donc || f|l1 < || fll2 < || |4 : sur un espace de mesure 1, la norme || - ||, croit avec p.

o Trois normes d’un vecteur

lzlli =3 +4+12=19. |z|]2 = VI + 16 + 144 = 1/169 = 13.
|Z||co = max(3,4,12) = 12.

On constate ||Z]|0o < ||Z]|2 < ||Z||1, conformément & inclusion £# C £% pourp < q.
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° Cauchy-Schwarz et Minkowski sur un exemple
(@,y) =4—-2+6=8||z[l2 = V14 |lyll2 = V2L
Cauchy-Schwarz : 8| < +/14 x 21 = v/294 =~ 17,15. Vrai.

Minkowski: ¢ + y = (5,1,5), donc ||z + y||2 = V51 =~ 7,14, et
|lz|l2 + ||y||2 =~ 3,74 + 4,58 = 8,32. On a bien 7,14 < 8,32.

o Pourquoi p = 1/2 ne donne pas une norme
N(@z)=1N(y)=Lmaisz+y=(1,1)etN(z+y)=(1+1) =4

Comme 4 > N(z) + N(y) = 2, linégalité triangulaire est fausse : N n'est pas une norme.

C'est la raison pour laquelle on impose p > 1.

o La norme 1 n’est pas euclidienne
|z +ylls =2et||z —yl|s =2, donc ||z +y||3 + ||z — 3 =8

D'autre part 2||z||2 4 2||y||> = 2 + 2 = 4. Les deux membres différent : la norme || - |1 ne

provient d’aucun produit scalaire.

° Projeter sur la droite des vecteurs constants

T, u 10
pr(e) = = G = (25:25:25:25).

Alors z — pp(z) = (—1,5; —0,5; 0,5; 1,5), et d(z, F)? = 2,25 + 0,25 + 0,25 + 2,25 = 5,
doncd(z, F) = V5 ~ 2,24,



€©) unbord dintégrabitits

fol £ ~P/2dz converge si et seulement si % < 1, c’est-a-dire p < 2. Donc f € LP pour

1 < p < 2seulement.

1flh = e V2de = [2v/3]} =2

Sur [1, 400, f1+°° x~tdz diverge, donc f € L2([1,+o0[) ; en revanche f € L?([1,4o0[)
dés que p > 2.

o Inclusion L3 C L2 sur[0,1]

Les exposants % et 3 sont conjugués car % + % = 1. Alors
1 1 2/3 1 1/3
[onae< ()" ([ )" = uss

Dot || fll2 < || fll3. et en particutier L3 C L2
Pour (&) = £l = —= ~ 0577 et s = (+) " ~0630.0nab
our f(z) =z:||f|]l2 = — = 0,677 e 3= (- ~ 0,630. On a bien
V3 4
0,577 < 0,630.

° Une somme de série par Cauchy-Schwarz

1/4 1 1
b 2 — 4—’)7, = = —, d b = —
™ ™
Alors ||a||2||b]|2 = = ~ 0,740, tandis que Y apb, = In2 ~ 0,693.
VvV6v/3 32 o

Comme 0,693 < 0,740, linégalité est vérifiée (et stricte car a et b ne sont pas

proportionnelles).



Q Norme d’une forme linéaire sur L2

Ona(f) = (f,a)aveca(t) =1—te€ L?. Par Cauchy-Schwarz, |o(f)| < |lall2||fll2 : ¢

est continue et, d’aprés Riesz, ||| = ||a|2-

9 1 9 1 1
= [l1—t)%dt= =, d =
lallz = fo (1—1) 5 done [[¢]] 7
1 1
Prenons f = =v3(1—1t):||fl|lz=1eto(f) =V3- = = ——. Laborne est
la || 3 V3

atteinte.

o Meilleure approximation par une constante
Les constantes forment F' = Vect(1), avec ||1|| = 1. Donc

1
pr(f)=(f,1)-1= fo t2dt = = (La moyenne de f).
1 1 1 4

Par Pyth d(f,F)% = || f||? 2= [Ttidt— =~ = — — — = —.

ar Fythagore, (f’ ) ||f|| “pF f)” fO 9 5 9 45

~ 0,298.

Donc la distance vaut

3v/5

e Orthonormalisation de Gram-Schmidt

1

|11]|2 = 2, donc ey = —.

V2

2 3
(t,1) =0et||t]|? = 3 donce; = 4/ 5 t.

2. /42 1 2 1 2
Pour t*: (t%, e9) = —, d'ol la composante (£, eg)ep = = ; (t*,t) = 0. On pose
\/— 3 3
vt~ E Alors|ufz=2 24 2_8
3 5 9 9 45"
45, 1 . ) . .,

Doncey = ? (t — 5) On reconnait les premiers polynomes de Legendre normalisés.



e La boule unité de /2 n’est pas compacte
Pourn £ m, |len — em||2 =1+ 1= 2,donc |len — eml2 = V2.

Les e, appartiennent a la boule unité fermée, mais deux termes distincts sont toujours a

distance \/§ : aucune sous-suite n’est de Cauchy, donc aucune ne converge. La boule n'est
pas compacte pour la topologie de la norme (contrairement a ce qui se passe en dimension

finie).

@ Inclusion des espaces de suites

Par homogénéité, on suppose ||z||, = 1. Alors |2,| < 1 pour tout , donc [2,]|? < |2, [P et

dMoznl? <D0 |2n|P = 1, cest-a-dire |||l < 1 = ||z]|p.

Pourz = (3,4): ||lz|l1 = 7. ||z|]2 = 5. |||l4 = 337*/* ~ 4,285. On a bien 7 > 5 > 4,285.

e Coefficients de { dans la base des sinus

Une intégration par parties donne

t cos(nnt) 11 1 —1)nt1
fol tsin(nwt) dt = [— #] + — 1-01 cos(nnt) dt = (=) , car la derniére
nmw 0 nmw nmw
intégrale est nulle.
ﬁ(_l)n+1 )

DOﬂCCn - (f,€n> == T etC% == m

2 ena . (leoa. 12 1 1 1 x?
Parseval: Y ¢z = || f||? = [, t?dt = g,smt 22— 3 etd o1 =g



G Une forme linéaire non continue

dt 1 dt 1
o(fe) = fo 5 = etlflly=J; - =l donc |l fellz = v/In(1/e),

t
lo(fe)l _
I ell2

vérifie |@(£)| < C||f||2. donc ¢ nest pas continue sur L2

v/In(1/€) tend vers 400 quand € — 0 : aucune constante C ne

Le rapport

C'est cohérent avec Riesz : la fonction a(t) = t1/2 pest pas dans L2 (fol dt/t = 400),

donc ¢ ne peut pas s'écrire (-, a) aveca € L2

0 Cas d’égalité dans Hélder sur R3

Y a¥? =1+ 8+ 27 = 36, donc ||af|3/2 = 36%/3 ~ 10,90. Par Holder,
o(z) < |lal|3/2]|z]|3, et cest la norme de ¢.

’ oy 7 . . \ 2 . \ 1 2
Le cas d’égalité exige |£Bz|3 proportionnel a a?/ , donc @; proportionnel a ai/ = (1, 2, 3).

1,2,3 148427
On pose & = (361/3) :alors ||z||2 = % =1
1 2
Enfin p(z) = % = 362/3 = ||al|3/s. La borne est atteinte.

° Un hyperplan fermé et son orthogonal

F = ker ¢ avec o(f) = (f,1) continue (Cauchy-Schwarz) : F' est fermé. D’aprés Riesz,

F1 = Vect(1), lensemble des constantes.

La projection sur Flestla moyenne fol fidoncpr(f) = f— fol f. Pour f = £2
1
pr(f) =1 — 3
1 1
La distance est || f — pr(f)|| = ” 3 H



e Reste de la décomposition de 1

Les coefficients valent c% = sy et c§ = % Comme (ej, eg) est orthonormée,
ISI7 =+ == 5 = o
™ 9  9x?
80
Par Pythagore, | f — S| =1 — 9.7 ~ 1 —0,9006 = 0,0994
Ce nombre est aussi la somme Zn25’ n impair c,% : deux termes suffisent déja a capter plus

de 90 % de Uénergie de f.

@ Une inégalité de Cauchy-Schwarz entre L* et [2

1/2 1/2
Par Cauchy-Schwarz appliqué 3 f2 et g% : [1fg]* < (ff"‘) (fg4) . En prenant la

racine carrée, || fgll2 < ||fll4ll gl

Pourfzw,g:1—9::f01w2(1—w)2dw:

_|_

11,1 1
3 275 30

1
| fgll2 = — ~ 0,183.
V30
1

1 1/2
D'autre part fol zt = fol(l —x)t = 5 donc || f|l4/lgll4« = (g) ~ 0,447. L'inégalité
0,183 < 0,447 est vérifide.

6 C([0,1]) nest pas complet pour la norme L>

fn—gestnullehorsde [+ — 1, 1] ouelle vaut n(t — 3) + 1. Avec

1 1
u=n(t—1)+1€[0,1],dt = du/net|f.— 9|2 = = [ u2du = 3

Ainsi f, — gdans L?; par inégalité triangulaire, || f, —0:la

Fulle < —= + —
—JIml||2 =

vin  v3m
suite est de Cauchy.
Si elle convergeait vers une fonction continue h, on aurait h = g presque partout, ce qui est

impossible car g présente un saut en 4. Donc C([0, 1]) n'est pas complet pour || - ||z : c'est

pourquoi on construit L% en complétant.
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