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Dans le plan, la longueur d’un vecteur, l’angle entre deux directions et la

perpendicularité se mesurent grâce au produit scalaire. Ce chapitre transporte ces

idées dans des espaces de dimension quelconque, y compris des espaces de

fonctions ou de matrices : on y construit des bases orthonormées, on y projette, et

on y diagonalise les matrices symétriques dans une base où tout est orthogonal.

https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-cours-maths-licence-2/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-cours-maths-licence-2/


Espace Produit scalaire Norme associée

1. Produit scalaire

Produit scalaire

Soit  un -espace vectoriel. Un produit scalaire sur  est une application

 qui est :

bilinéaire (linéaire en chaque variable) ;

symétrique :  ;

définie positive : , et .

Un espace muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien réel ; s’il est de dimension

finie, il est dit euclidien. On pose .

D

Exemple 1 : un produit scalaire inattendu

Sur , on pose . La symétrie et

la bilinéarité sont immédiates, et . Si

, alors  : un polynôme de degré au plus 

ayant trois racines est nul. Donc  est un produit scalaire.

E



Idée de la preuve. Si , la fonction  est positive

sur  : son discriminant est négatif ou nul, ce qui donne . Le discriminant est

nul exactement quand le trinôme a une racine, c’est-à-dire quand .

On en déduit l’inégalité triangulaire  et, pour  non nuls, la définition de

l’angle  par . N’oubliez pas l’identité de polarisation

.

2. Norme et inégalité de Cauchy-Schwarz

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous  d’un espace préhilbertien réel :

avec égalité si et seulement si  et  sont colinéaires.

P

Exemple 2 : une minimisation sans dérivée

On cherche le minimum de  sous la contrainte .

Avec  et , Cauchy-Schwarz donne

, donc . L’égalité exige  avec  :

le minimum  est atteint en .
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Pour la première propriété : si , le produit scalaire avec  donne , donc

.

3. Orthogonalité

Orthogonalité

Deux vecteurs sont orthogonaux si . L’orthogonal d’une partie  est

, un sous-espace vectoriel. Une famille est

orthogonale si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux, orthonormée si de plus ils

sont tous de norme .
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Propriétés

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Pythagore : .

Si  est un sous-espace de dimension finie,  ; en dimension finie,

.

Dans une base orthonormée  :  et

.
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v₁ = u₁

v₂

proj

u₂ = v₂ − proj

O

Chaque étape retire à  sa composante le long des vecteurs déjà construits : ce qui reste est

orthogonal à tous. En particulier, tout espace euclidien possède une base orthonormée.

4. Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Gram-Schmidt

Soit  une famille libre. On pose

La famille  est orthonormée et 

pour tout .
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p(x)

x

x − p(x)

D = Vect(e)

Exemple 3

Dans , orthonormalisons , , .

, . Puis , donc ,

.

Enfin  et , donc .

La base orthonormée obtenue est , ,

.

E

5. Projection orthogonale

Projection orthogonale

Soit  un sous-espace de dimension finie de . La projection orthogonale  sur 

associe à  l’unique vecteur  tel que . Si  est

une base orthonormée de ,

D



Meilleure approximation

 est le point de  le plus proche de  : pour tout ,

. On note , et

.
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Exemple 4

Dans , soit  avec ,  (orthogonaux) et

. Alors , , , , donc

Le vecteur  dirige , et .
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Erreur classique

La formule  n’est valable que pour une base orthonormée. Avec une base

seulement orthogonale, il faut diviser chaque terme par , comme dans l’exemple

ci-dessus.

⚠



e₁

e₂

Q(e₁)

Q(e₂)

θ

En dimension , les matrices orthogonales sont de deux types : les rotations  de

déterminant , et les réflexions  de déterminant .

6. Endomorphismes orthogonaux

Endomorphisme orthogonal

Un endomorphisme  de l’espace euclidien  est orthogonal s’il conserve le produit

scalaire : . Il est équivalent de demander qu’il conserve la

norme, ou qu’il envoie une (toute) base orthonormée sur une base orthonormée.

D

Matrices orthogonales

Dans une base orthonormée,  est orthogonal si et seulement si sa matrice  vérifie

, c’est-à-dire que ses colonnes forment une base orthonormée. Alors

, , et les valeurs propres réelles de  valent  ou .

L’ensemble  est un groupe pour le produit.
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Deux faits se démontrent vite. D’abord, les sous-espaces propres associés à des valeurs propres

distinctes sont orthogonaux : si  et , alors

, donc  dès que . Ensuite, toutes les

valeurs propres sont réelles ; le reste s’obtient par récurrence sur la dimension.

Exemple 5

La matrice  a des colonnes de norme ,

orthogonales entre elles ( ) et un déterminant égal à  : c’est la

rotation d’angle  avec  et .

E

7. Matrices symétriques et théorème spectral

Théorème spectral

Toute matrice symétrique réelle  est diagonalisable dans une base

orthonormée : il existe  et une matrice diagonale réelle  telles que

P

Diagonaliser orthogonalement

1. Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres.

2. Pour chaque valeur propre, déterminer une base du sous-espace propre.

3. Orthonormaliser chaque base (Gram-Schmidt si la dimension dépasse ).

4. Rassembler ces vecteurs en colonnes : on obtient , et  porte les valeurs propres

dans le même ordre.
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Exemple 6

Soit . Son polynôme caractéristique est

. Le sous-espace propre de  est

, celui de  est . Ces vecteurs sont déjà

orthogonaux ; il suffit de normaliser :

E

Formes quadratiques

Avec , la forme  devient  dans les coordonnées

. Les valeurs propres de  donnent donc directement la nature de la

conique ou de la quadrique  : elles sont toutes strictement positives si

et seulement si  est définie positive.

!



Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive ; la norme

associée est .

Cauchy-Schwarz : , égalité exactement pour des vecteurs colinéaires.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre ; en base orthonormée,

.

Gram-Schmidt transforme toute famille libre en famille orthonormée engendrant les

mêmes sous-espaces successifs.

La projection orthogonale sur  donne le point de  le plus proche :

.

 est orthogonale si  ; alors  et la norme est conservée.

Théorème spectral : toute matrice symétrique réelle s’écrit  avec  orthogonale

et  diagonale réelle.
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