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Dans ce chapitre, on met au centre une idée simple : une suite dont les termes se
rapprochent les uns des autres doit avoir une limite. Cette propriété, la
complétude, est ce qui fait fonctionner l'analyse : elle donne Uexistence de

solutions d’équations, de points fixes et d’équations différentielles.

1. Suites de Cauchy

0 Suite de Cauchy

Soit (X, d) un espace métrique. Une suite () de X est de Cauchy si

Ve >0, AN €N, Vp,q > N, d(zp,z,) <e.

L'intérét de cette définition est de ne pas faire intervenir la limite : on peut tester la convergence «

de Uintérieur », sans la connaitre.
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o Propriétés

e Toute suite convergente est de Cauchy (inégalité triangulaire :

d(zp, z4) < d(zp,£) + d(£, zy))-
e Toute suite de Cauchy est bornée.

e Une suite de Cauchy qui posséde une sous-suite convergente vers £ converge elle-

méme vers L.

Attention

La réciproque de la premiere propriété est fausse en général : une suite de Cauchy ne
converge pas toujours dans l'espace considéré. C'est exactement ce qui sépare les

espaces complets des autres.

G Exemple 1 : une suite de Cauchy rationnelle sans limite rationnelle

1 2 , 3 17
Dans Q, posonszg = letxpy = — | 2z, + — ). Onobtientzy = —, 2 = —,
2 T 2 12
577
T3 = 108" Tous les termes sont rationnels, et la suite se resserre : £9 ~ 1,41667 et

x3 ~ 1,41422. Dans R, elle converge vers V2:0r/2 ¢ Q. Dans Q, la suite est donc

de Cauchy sans converger.

X3 TRo2
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2. Espaces complets et espaces de Banach

o Espace complet, espace de Banach

Un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy y converge. Un espace de

Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance d(z,y) = ||z — y||-

Exemples : R, C, R (toutes les normes y sont équivalentes), tout fermé d’un espace complet. Non
complets : Q et |0, 1] avec la distance usuelle (la suite 1/m est de Cauchy dans ]0, 1[ mais sa

limite 0 n'y est pas).

° Propriété

Un sous-ensemble d’un espace complet est complet si et seulement s’il est fermé.

3. Le théoréme de Banach-Picard

0 Application contractante

Une application f : X — X est contractante (ou k-contractante) s'il existe k € [0, 1]
tel que d(f(z), f(y)) < kd(z,y) pour tous , y.



° Théoréme de Banach-Picard (point fixe)

Soit (X, d) un espace métrique complet non vide et f : X — X une application k-
contractante. Alors f posséde un unique point fixe *, et pour tout £¢ € X la suite

Znt1 = f(zy) converge vers x*, avec la majoration

n

1-k

d(zn, ") < d(zg,1).

Démonstration. Par récurrence, d(2p+1,%5) < k™d(z1, xg). Pour \( p«»

Méthode : appliquer le théoréme

1. Choisir un fermé X d’un espace complet (souvent un intervalle fermé de R).
2. Vérifier que f(X) C X (lensemble est stable).

3. Prouver que f est contractante : sur un intervalle, borner |f'| par k < 1 (inégalité

des accroissements finis).

4. Conclure a lexistence et a lunicité, puis utiliser la majoration pour fixer le nombre

d’itérations.

1
G Exemple 2 : le point fixe de  —
24+ x

Sur X =1[0,1], f(z) = _|1_ vérifie f(X) =[5, 3] C X et

2
|f'(z)| = _t 1 . Donc f est 4 -contractante : point fixe unique, solution de
2+~ 4
22+ 2z —1=0,soitz* = v2 — 1 0,41421. Aveczg = 0, z1 = 1 etla
4" 1 2
majoration devient d(zy, z*) < 3/4 X — = 3 4™ Pour obtenir 107%, il suffit de

n = 10 itérations (410 = 1048 576).



G Exemple 3 : léquationcosz = =

Sur X = [0, 1], cos(X) = [cos1,1] C X et |sinz| < sin1 ~ 0,8415 < 1.
L'application cos est contractante sur X et Uunique solution est * =~ 0,739085.
Depuis g = 0,5 : x; =~ 0,8776, 2 ~ 0,6390, 3 ~ 0,8027, x4 ~ 0,6948 : les

termes oscillent autour de £* en s’en rapprochant (voir la figure).
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Y. Applications contractantes : variantes et usages

Attention

IL ne suffit pas que \( d(f(x),f(y))uniforme.

° Variante

Si X est complet et si une itérée fP est contractante, alors f posséde un unique point

fixe (celui de fP est fixé par f, car f(z*) est aussi point fixe de fP).



Application aux équations différentielles. Pour y' = F(t,y) avec F lipschitzienne en g, la fonction
y est solution du probleme de Cauchy si et seulement si c’est un point fixe de Uopérateur

(Tp)(t) = yo + fot F(s,¢(8)) ds agissant sur lespace de Banach C([0, a]). Pour a assez petit,
T est contractante : c’est le théoréme de Cauchy-Lipschitz, et les itérées de T sont les itérées de
Picard.

5. Fonctions continues et convergence uniforme

Pour K compact, lespace C(K) des fonctions continues K — R est muni de la norme

[ £lleo = max |f].

° Théoréme

(C(K), || - |lo) est un espace de Banach.

Preuve. Si (f,,) est de Cauchy, pour tout z la suite réelle (f,,(z)) est de Cauchy, donc converge
vers f(z). Dans | fp(z) — fq(z)| < € (p,q > N) onfaitq = 0o : | fp(z) — f(z)| < € pour tout z,
c’est-a-dire convergence uniforme. Une limite uniforme de fonctions continues est continue :

f e C(K).
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Attention

La complétude dépend de la norme. L'espace C([0, 1]) muni de || f||1 = fol | f| nest
pas complet : des fonctions continues qui montent de O a 1 de plus en plus vite autour
dex = % forment une suite de Cauchy dont la limite serait lindicatrice de ]%, 1], non

continue.

6. Le théoréme de Baire

o Théoréme de Baire

Soit X un espace métrique complet. Toute intersection dénombrable d’ouverts denses
de X est dense. De facon équivalente, si X # () est réunion dénombrable de fermés

F},, Uun au moins des Fj, est d’intérieur non vide.

Idée de la preuve. On part d'un ouvert non vide U et d’ouverts denses O,,. On construit des
boules fermées emboitées E(wn, rn) C Op N E(wn_l, Tn—1) de rayons rp, < 27" les centres

forment une suite de Cauchy, dont la limite appartient a toutes les boules, donca U N ﬂ O,.

G Exemple 4 : R n’est pas dénombrable

SiR= Un{'rn} chaque singleton est un fermé d’intérieur vide. D’aprés Baire, un des
{ry,} devrait étre d’intérieur non vide, ce qui est absurde. Plus généralement, un

espace complet sans point isolé est non dénombrable.

7. Le théoréme d’Ascoli

Dans R™, les compacts sont les fermés bornés ; en dimension infinie ce n'est plus vrai. Pour C(K),

le critere est donné par Uéquicontinuité.



0 Equicontinuité

Une partie A C C(K) est équicontinue si

Ve>0,36>0,Vfec A Ve,yc K, d(z,y) <d=|f(z)— fly)| <e.

Le méme § sert pour toutes les fonctions de la famille.

o Théoréme d'Ascoli

Soit K un espace métrique compact. Une partie A C C(K) est relativement
compacte pour || - ||oo si et seulement si A est bornée et équicontinue. Toute suite de

A admet alors une sous-suite uniformément convergente.



o Exemple 5 : famille lipschitzienne et famille qui s’aplatit

Soit A = {f € CY([0,1]) : || fllco <2, | f'llcc < 3}.Pour f € A4,

|f(z) — f(v)| < 3|z — y| : le choix § = €/3 convient pour toutes les fonctions, donc
A est équicontinue ; elle est bornée, donc relativement compacte. A linverse,

fn(x) = 2™ est bornée par 1 mais non équicontinueenz = 1:

fa(1) = fo(1 — £) = 1 — e7L. Aucune sous-suite de (f,,) ne converge

uniformément (la limite simple est discontinue en 1).
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° Astuce de Zyro

Sur ma planéte, on dit qu’une suite « ne peut pas s'échapper de son espace » quand il
est complet. Pour un point fixe, pense toujours aux trois questions : espace complet ?

application stable ? rapport k < 17



A retenir

Une suite de Cauchy est bornée ; toute suite convergente est de Cauchy, la réciproque

exige la complétude.
R™, les fermés d'un complet et (C(K), || - ||oo) sont complets ; @, ]0, 1] ne le sont pas.

Banach-Picard : f k-contractante (k < 1) sur un complet non vide = point fixe unique et

T % d(zg, z1).

Baire : dans un complet, une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense ; un

d(zp,xz*) <

complet non vide n’est pas réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Ascoli : dans C(K), relativement compact < borné et équicontinu.
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