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Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Rang de Cauchy pour 1/n

1 1 1
Pour p,g > N, les deux nombres — et — sont dans |0, W] donc leur différence est en
p

valeur absolue strictement inférieure a N Pour e > 0, il suffit de prendre N > — : la suite
€

est de Cauchy.

1
Pour 1073 : N = 1000 ient, — S—
our convient, car |'u,p uq| < 1000
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o Vrai ou faux sur les suites de Cauchy
a. Vrai 1 d(zp, zq) < d(zp,2) + d(¢, z4), qui est petit.
b. Faux : u, = (—1)" est bornée, mais |un1+1 — un| = 2 pour tout n.
: ; 3 17
c. Faux : la suite de Newton 1, 53 13- - - €st de Cauchy et converge vers V2 Z Q.

d. Vrai : i Ug(p) — £, on écrit d(Un, £) < d(tn, Ugp(n)) + d(Up(n), £), deux termes qui

tendent vers 0.

° Une somme géométrique
Onaun, =1—27" doncpourqg > p:uq—up, =2"°?—-279¢0,277|

On cherche 2V > 10%. Comme 2% = 8192 < 10% et 21 = 16384 > 10 le plus petit rang
est N = 14. Ainsi |[ug — up| < 10™* dés que p > 14.

° Contraction affine

1 1
z) — f(y)| = = |z — y|: f est —-contractante sur R complet. Le point fixe vérifie
3 3

w=§—|—2,doncw*=3.

1
Comme z, — 3 = 5(‘””—1 —3),onalz, —3|=3-3""=3" 0Onveut3"! > 1000;
36 = 729 ne suffit pas, 3" = 2187 oui. Doncn —1>T7:n = 8.

o Norme du sup sur [0,1]

1 1)\? 1 1
f(z) = 1 (zc — 5) est maximale en 5 I flloo = 1
h=f—-—g= 3—m—w2.Sonmaximumestenw=%:hzé.Maisenwzl,
1 1 9 1
h(1)=—=,et = > —.Donc || f — 9g|loc = =

4 4 64 4



o Complet ounon ?

R : oui. [0, 1] : oui, fermé de R. Z : oui, une suite de Cauchy y est stationnaire (distance entre
deux termes distincts au moins 1). Q : non (suite de Newton vers \/5). ]O, 1[: non (% est de

Cauchy et tend vers 0 £]0, 1]).

° Une racine itérée

f est croissante, f(0) = v2et f(2) = 2, donc f(X) = [v/2,2] C X.

1 1
fl(z) = < ~ 0,354 = k < 1 sur X. Par Banach-Picard, il y a un unique
Wz +2  2v/2
pointfixe:z = vV +2 =22 —x — 2= 0= z* = 2 (lautre racine —1 n'est pas dans X

).

o Résoudre e~(-x) = x par itération

f est décroissante : f(X) = [e7%7,e7%4] ~ [0,4966; 0,6703] C X. De plus
If'(z)] = e < e %~ 0,6703 = k.

n

1-k

petit entier convenable est n = 15. Le point fixe vaut environ 0,5671.

z; = e %% = 0,6065, d(z9, z1) ~ 0,1065. On cherche x 0,1065 < 1073. Le plus

o Un point fixe qui n’existe pas
1
fx) — fly) = (x—y) (1 — —) Pour ¢ # y dans X, &y > 1, donc le facteur est dans
Y
10, 1] : Uinégalité stricte est vraie.
1
f(w) =x <= — =0, impossible : pas de point fixe. Le théoréme exige un rapport k < 1
z

1
uniforme ; ici SUPgy (1 — —) = 1 (prendre z, y grands) : f n’est pas contractante.
Ty



Q Un systéme linéaire par itération

a. ||AX|| o < max(0,2+ 0,1; 0,3 4+ 0,4)||X||cc = 0,7||X||c0 : So0mme maximale des

lignes = 0,7.
b. (I — A)X = Bdonne 0,8z — 0,1y = 1 et —0,3z + 0,6y = 2. Déterminant
1
0,48 — 0,03 = 0,45. Alors ¢ = ?6 y= 39—8 Vérification :
16 38 16
2. — 1-—+4+1=—.
0, 9 +0, 9 + 9

0,7"
c. X1 = (1,2), || X1 — Xo|| = 2. On cherche O, 3 2 < 0,01: le plus petit entier est

?

n = 19.

0 x puissance n n’est pas de Cauchy

1
Onposet =z™ € [0,1]: fo(z) — fon(x) = t — t2, dont le maximum sur [0, 1] est 7
1 1
t= 3 atteint pour = 27" Donc || fan — falleo = 4 Pour toutn.

La suite n’est pas de Cauchy (la quantité ne tend pas vers 0), ce qui est cohérent avec

absence de limite uniforme : la limite simple est discontinue en 1.

e Une équation intégrale

1 1 1 1
|Tp(z) — T(x)| < 3 fol zt|p— Y| dt < 3 EHSO — || 00, donc T est § contractant

sur le Banach C([0, 1]) : solution unique.

1+c

1+c¢ 1 q . 1
. — = ,aoncc = —
3 9 8

1
On cherche p(z) = (1 + ¢) avecc = 3 fol to(t)dt =

3
l 9z
3 8

oo| ©

etp(x) = 9% Vérification : Tp(x) = = + % .



e Baire et point isolé

Supposons X = {zg, z1, ...} dénombrable. Chaque singleton {z,} est fermé ; il est
d’intérieur vide car x,, n'est pas isolé (aucune boule n'est réduite a x,,). Alors X est réunion
dénombrable de fermés d’intérieur vide, ce qui contredit le théoréme de Baire (X complet

non vide). Donc X n’est pas dénombrable.

Q Famille lipschitzienne

Par les accroissements finis, | f(z) — f(y)| < 5|z — y| pour tout f € A. Poure = 0,1,

€
0 = — = 0,02 convient pour toutes les fonctions de A a la fois.

5
A est bornée (par 3) et équicontinue ; [O, 1] est compact, donc A est relativement compacte

dans C([0, 1]) : toute suite de A a une sous-suite qui converge uniformément.

G L’opérateur de Volterra

o [Vip = VI(2) < 20— Do < 9~ Pl Avec p = 1, = 0,
Ve — V|| =1=|¢— Y| :lerapport 1 est atteint.

b. Pour n = 1 c'est (a). Si c’est vrai au rang n,

Vi - V@) < S Ddt o — vl = o — vl
— 70 n) (n+1)!
1
c. Pourn = 2, 21 = DY < 1:V? est contractant, donc V a un unique point fixe, par la

variante du chapitre. Il vérifie ' = @, ¢(0) = 1: p(z) = €”.

k
d.ps(z) = S5, % donc ¢5(1) = 2,71667 et e — 5(1) =~ 0,0016, soit environ

1,6 x 1073,



G Dimension infinie et Baire

Supposons que (€5 ) soit une base algébrique. Posons F,, = Vect(es,...,e,). Alors

E=\,F,

Chaque F}, est de dimension finie, donc fermé ; il est strictement inclus dans E (dimension
infinie) et c’est un sous-espace propre : il est d’intérieur vide (s’il contenait une boule, il

contiendrait ¥ par homothétie et translation). Cela contredit le théoréme de Baire.

a Newton pour V7

g a pour minimum V7 = 2,6458 ; g(2) = 2,75, g(3) ~ 2,6667, donc
9(X) = [V7,2,75] C X.

1 1
Jg(z) = 5 (1 — %) est croissante de ¢'(2) = —% ag'(3) = 9 ld'| < % = k. Le
point fixe vérifie £2 = 7, donc z* = /7.
T = g ~ 2,66667, o ~ 2,64583, x3 ~ 2,645751 (valeur exacte de VT ~ 2,645751).

0 Aucune sous-suite convergente

a. Toute sous-suite converge simplement vers la fonction qui vaut O sur [O, 1[ etlenl,
discontinue. Une limite uniforme de fonctions continues serait continue : contradiction.
b. g, (z) = 2™ donc |gn(z) — gn(y)| < |z — y| : § = € convient pour tout n. Et

|gnllcc = — — 0: convergence uniforme vers 0, conformément a Ascoli (famille
n

bornée et équicontinue).



e L1 n’est pas complet
1 1

1 .
Pourm > n, fm, > fn-Donc || fim — falli = [ fm — [ fn-Or fo fn= DR (Laire
1 1 1
sous le plateau vaut 4, moins le triangle 5. Ainsi || fm — fall1 = o o <o
n m n

suite de Cauchy.

Si fn — favec f continue, alors f = 0 sur [0, %[etf =1 sur]%, 1] presque partout, donc

par continuité f(3) = 0 et f(3) = 1: absurde. Lespace n'est pas complet.

@ Picardpoury’=ty

t2 1
Te —TYI(t) < [y sdsllo =¥l = Zlle = ¢l < Sl — 9l
2 t2 t4

t
pr=1+—pr=1+—+ Ent=1: p2(1) = 1,625 et e1/2 ~ 1,6487, écart

~ 0,0237.
(1/2)* 1

1
17 =71 L'écart observé 0,0237

. . 1
Majoration : ||¢1 — @ol| = 2 donc [[p2 — ¢ <

est bien inférieur a 0,25.

Q Distance au point fixe

d(z,z*) < d(z, f(z)) + d(f(z), f(*)) < d(z, f(z)) + kd(z,z"), donc
Icik = % d(0, f(0)) = 2: borne 2 _ 3. La distance réelleest |0 — 3| = 3: la

2/3

majoration est optimale pour cette application.
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