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Des populations en compétition, un circuit électrique, un pendule amorti : tous ces
phénomenes obéissent a des équations différentielles linéaires. Ce chapitre
rassemble les outils qui permettent de les résoudre completement :
Uexponentielle de matrice pour les systemes, la variation des constantes pour les
seconds membres, le Wronskien pour Uordre 2, et enfin une lecture qualitative du

comportement des solutions.
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1. Systémes différentiels linéaires

© systeme différentiet linéaire

Soit I unintervallede R, A : I — M, (K) et B : I — K" continues. Le systeme
(E) : X'(t) = A(t) X () + B(t) est un systéme différentiel linéaire d'ordre 1. Le
systéme homogéne associé est (H) : X' = A(t)X. Il est a coefficients constants si

A est constante.

Une équation d’ordre m se rameéne a un systéme d’ordre 1 : pour y” + ay’ + by = f, on pose

1
X = (y,y’) eton obtient X' = (—Ob —a>X+ (3)

2. Le théoréme de Cauchy linéaire

o Théoréme de Cauchy linéaire

Si A et B sont continues sur I, alors pour tout tg € I et tout X € K", le probléme
de Cauchy X' = A(t)X + B(t), X(t9) = X, admet une unique solution, et celle-ci

est définie sur tout Uintervalle 1.

Conséquences : l'ensemble Sy des solutions de (H) est un espace vectoriel de dimension n
(lapplication X +— X (%g) est un isomorphisme sur K™), et lensemble des solutions de (E) est un
espace affine dirigé par Sg : solution générale = solution particuliére + solution générale de (H).

Une solution de (H) qui s’annule en un instant est la solution nulle.



3. Exponentielle de matrice

o Exponentielle d’'une matrice

+00 Ak
Pour A € Mn(]K), la série e? = Z 53 converge absolument. L'application
d k=0 :
t > et4 est de classe C® et —et4 = Aet4.

dt

o Propriétés
Si AB = BA, alors eATB = e4e® (faux en général). La matrice e est toujours

inversible, d’inverse e 4.Si A = PDP !, alors e = PePP~1 ot
el = diag(eM,...,e) si D = diag(Ag, ..., An)-

o Solutions a coefficients constants

La solution du probléeme X' = AX, X(to) = Xg est X(¢) = elt-t)A x



4. Calcul pratique : coefficients constants

Méthode

1. Cherche les valeurs propres de A (polynéme caractéristique).
2. Si A est diagonalisable : base propre (v;), solutions X(t) = 3 ¢c;ettv;.
3. Sinon, écris A = AI 4+ N avec N nilpotente : !4 = eM(I +tN +...).

4. Détermine les constantes avec la condition initiale.

G Exemple 1 : cas diagonalisable

1 2
Pour A = (2 1),XA()\) = A2 —2X—3 = (A — 3)(A + 1). Les vecteurs propres
sontv; = (1,1) pour 3 et wy = (1, —1) pour —1. La solution générale de X' = AX
est
1 1
X(t) = cie + coet .
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Sur la figure, la droite y = x porte vy (direction dilatée par e3t), la droite y = —x porte v

(direction contractée par e %) ; le point Xy = (2, 1) se décompose en %’Ul + %Uz-



G Exemple 2 : cas non diagonalisable

2 1 0 1
Pour A = (O 2) =21 + N avec N = (0 0) et N2 = 0 : comme 2I commute
1 ¢
avec N, et = e¥(I +tN) = e (0 1).

5. Méthode de variation des constantes

o Formule de variation des constantes

Pour X’ = AX + B(t) avec A constante, la solution vérifiant X (tg) = X est
t
X(t) = et4x, + / e(t=4B(s) ds.

to

On cherche en effet X(t) = e*AC(t) ; en dérivant, e!AC’(t) = B(t), donc C'(t) = e *4B(t), et

il reste a intégrer.

G Exemple 3

1
5 avec B(t) = (0,e*).On a

2
e~*AB(s) = e O( ) ( ) - (‘13) Donc [ e~*AB(s) ds = (—£2/2, t)

et
- )()-2(7)

Reprenons A =



Piege

La formule eA1B = ¢4eB exige que A et B commutent. Pour e(t=9)4 i n'y a pas de

probléme car tA et sA commutent toujours.

6. Equations linéaires scalaires d’ordre 2

Considérons (Es) : y" + a(t)y’ + b(t)y = f(t) avec a, b, f continues sur I. Par Cauchy (via le
systéme associé), lespace Sy des solutions de 'équation homogéne est de dimension 2, et le
probléme y(t9) = @, ¥/ (tg) = B a une unique solution sur I.

o Coefficients constants "' + ay’ + by = 0
Soitr2 +ar+b=0 l'équation caractéristique, de discriminant A.

o A > 0:racines réelles r; # 79, y = c1e™ + coe™.
« A = 0:racine double 7, y = (c1 + cot)e™.

e A < 0:racines a % iw, y = e*(cy coswt + cg sinwt).

G Exemple 4

y" + 2y’ + 5y = 0 a pour racines —1 & 2i : y = e ?(cy cos 2t + co sin 2t).



7. Le Wronskien

o Wronskien

Pour deux solutions y1,ys de ¥"” + a(t)y’ + b(t)y = 0, le Wronskien est
W(t) = y1(t)ya(t) — v1(£)y2(2).

© rropriétes (formule 'Abel)

r_ _ . t .. .
W' = —a(t)W, donc W(t) = W(to) exp ( J;, a(s) ds). Ainsi W est soit
identiquement nul, soit jamais nul ; (yl, yg) est une base de Sy si et seulement si W

ne s’annule pas.

y2

1

isement

Ny

Sur la figure, y1 = et et yo = te? résolvent " — 2y’ + y = 0; leur Wronskien vaut €%, jamais

nul.



Variation des constantes pour Uordre 2
Avec une base (y1, y2). on cherche Yp = C1Y1 + C2¥y2 en imposant le systeme

ciy1+chy2 =0, iy +cyyh=f.

Il se résout toujours car son déterminantest W # 0: ¢} = —y2f /W et ch = y1 f/W.

Exemple 5

Pour y" — 2y’ +y = €t /t sur]0, +oo[, W = €%, ¢} = —1,ch, = 1/t. Doti ¢ = —t,
co =Intety, = (—t + tlnt)e’, soit, & un terme de Sy prés, y, = tef Int.

Astuce de Zyro

Si le second membre est de la forme polynéme fois e™ et que m est racine de
U'équation caractéristique de multiplicité k, cherche directement

Yp = t* x (méme forme) : tu évites tout le calcul de Wronskien.



8. Etude qualitative des solutions

o Comportement asymptotique (A constante)

 Sitoutes les valeurs propres de A ont une partie réelle < 0, toute solution de

X' = AX tend vers 0 en 400 (stabilité asymptotique).

e Silune d’elles a une partie réelle > 0, il existe des solutions non bornées
(instabilité).

e Siles valeurs propres sont imaginaires pures et A diagonalisable sur C, les

solutions restent bornées (centre).

Equations différentielles Maths Spé : trois portraits de phase dans le plan, un col pour les valeurs propres 3

et -1, un foyer stable spiralant vers lorigine et un centre aux trajectoires fermées

L'oscillateur amorti 4" + 2y’ + w%y = ( illustre ces cas : régime pseudo-périodique si A < wy,

critique si A = wy, apériodique si A > wy. Dans tous ces cas avec A > 0, la solution tend vers 0.

0.5

-0.5




@ Piege

Un Wronskien nul en un point n'implique la liaison (dépendance) des fonctions que
pour des solutions d’'une mé&me équation. Les fonctions £ — ¢ et £ — £2 ont un
Wronskien ¢2, nul en 0 : elles sont pourtant indépendantes, mais ne sont pas

solutions d’'une méme équation ¢’ + ay’ + by = 0 a coefficients continus sur R.

A retenir

Cauchy linéaire : solution unique et globale sur I ; dim Sy = n ; solution générale =

particuliere + homogeéne.

X'=AX, X(to) = Xy a pour solution elt-t)A X . eA+B — gAeB solement si

AB = BA.
Diagonalisation: X = ) c;e*tv; ; sinon décomposition AI + N.
Variation des constantes : X (t) = et~)4 X, + ftf) et=5)4AB(s) ds.

Ordre 2 : équation caractéristique, Wronskien (Abel : W/ = —aW), systéme

c1y1 + cyy2 = 0.

Stabilité : partie réelle des valeurs propres < 0 = solutions — 0.
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