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Un circuit électrique qui se charge, une population qui se partage un milieu, un
pendule qui s'amortit : toutes ces situations se modélisent par une équation
différentielle y' = f(¢,y). Ce chapitre répond & trois questions de fond. Une
solution existe-t-elle, est-elle unique, jusqu’ou vit-elle ? (Cauchy-Lipschitz,
solutions maximales, lemme de Gronwall.) Comment résoudre explicitement un
systeme linéaire ? (exponentielle de matrice.) Que devient une solution en temps

long ? (stabilité et portraits de phase).



https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-cours-maths-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-cours-maths-licence-3/

1. Probléme de Cauchy

o Probléme de Cauchy

Soit U un ouvertde R x R™ et f : U — R" continue. Une solution de y' = f(t,y)
est une fonction dérivable y : I — R™ définie sur un intervalle I, telle que

(t,y(t)) € Uety'(t) = f(t,y(t)) pour tout t € I. Le probléme de Cauchy demande
en plus la condition initiale y(to) = Yo.

Comme f est continue, y est de classe C'! et le probleme équivaut a Uéquation intégrale
¢

y(t) =yo+ [ f(s,y(s))ds. Toute équation d’'ordre p se raméne a lordre 1 : pour
to
y® =g(t,y,...,y® V), onpose Y = (3,7, ...,yP ) et on obtient un systéme d’ordre 1 en

0 1
dimension p. Par exemple, y" + 3y’ + 2y = 0 devient Y’ = AY avec A = ( 2 3)'

2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

o Fonction localement lipschitzienneeny

f est localement lipschitzienne en vy si tout point de U posséde un voisinage V et une

constante k tels que || f(t,y1) — f(t,y2)|| < k||ly1r — y2|| pour tous (¢, y1), (t,y2)
dans V. C'est le cas dés que f est de classe C par rapport 3 y.

° Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Si f est continue et localement lipschitzienne en g, alors pour tout (g, yg) € U, le

probléme de Cauchy ¥’ = f(t,y), y(to) = yo admet une solution, et deux solutions

qui coincident en un instant coincident partout sur lintersection de leurs intervalles.



L'idée de la preuve : sur un petit intervalle [to —T,t0 + 'r], lopérateur
®(y)(t) = yo + fti f(s,y(s)) ds est une contraction de lespace complet des fonctions continues
a valeurs dans une boule fermée autour de yj : le point fixe de Picard fournit la solution locale, et

il est unique.

3. Solutions maximales

° Solution maximale

Sous les hypothéses de Cauchy-Lipschitz, toute solution se prolonge en une unique
solution maximale y :]T, T, [ R", c’est-a-dire une solution qu’aucune autre ne
prolonge. De plus, la solution maximale sort de tout compact de U quandt — T%.. Si
U=1IxR"etsiT; <supl,alors ||y(t)|| = +o00 quand t — T : c’est l'explosion

en temps fini.

e Exemple 1 : explosion en temps fini

Pour ¥’ = 32 et 9(0) = a > 0, la fonction f(y) = y? est C*, donc Cauchy-Lipschitz

a .
= La solution

1—

maximale est définie sur] — 0o, 1/a[ et explose en T'y = 1/a : plus la donnée initiale

1 1
s'applique. En séparant les variables, —— =t — —, soit y(t) =
Yy a

est grande, plus lUexplosion est rapide.
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Sans hypothése lipschitzienne, plus d’unicité

Pour 3 = 3y?/3 avec y(0) = 0, Les fonctions y(t) = 0 et y(t) = ¢ sont solutions : en
effet 3(¢%)2/% = 3t2 = (¢3)’. La fonction y — y?/® n'est pas lipschitzienne en 0. La

continuité seule garantit Uexistence (théoreme de Peano), jamais Lunicité.

o Cas global

Si f: I xR™ — R" est continue et globalement lipschitzienne en y (constante k
indépendante de ¢ sur tout segment), les solutions maximales sont définies sur I tout

entier.

4. Lemme de Gronwall

° Lemme de Gronwall (forme intégrale)

t
Soitw : [0,7] — R continue eta, L > 0 tels que u(t) < a + L/ u(s) ds pour
0

tout t. Alors u(t) < a e pour tout t € [0, T).

Démonstration. Posons v(t) = a + L f(f w. La fonction v est dérivable et v’ = Lu < Lw. Donc
(ve 1) = (v' — Lw)e I < 0, la fonction ve L% est décroissante et v(t) < v(0)e’ = ael.

Comme u < v, on conclut.
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G Exemple 2 : dépendance continue

Soit f(t,y) = cosy + t, lipschitzienne en y de constante 1 (car |sin | < 1). Siyg, y2
sont deux solutions, alors u = |y1 — y2| vérifie u(t) < u(0) + f(f u, d’ol
u(t) < u(0) e*. Avec u(0) = 0,01, on obtient u(3) < 0,01 &3 =~ 0,20 : lécart reste

contrdlé, mais il peut croftre exponentiellement. Si w(0) = 0, on retrouve lunicité.

5. Systémes linéaires

o Systémes linéaires

Soit A: I — M,(R) et B : I — R™ continues. Pour tout (¢g, ¥p). le probleme
Y' = A(t)Y + B(t), Y(to) = Yo admet une unique solution, définie sur tout
lintervalle I. Lensemble des solutions de Y/ = A(t)Y est un espace vectoriel de

dimension n, et celui de U'équation compléte est un espace affine dirigé par Lui.

ILn’y a donc jamais d’explosion pour un systéme linéaire : f(¢,Y) = A(t)Y + B(t) est
lipschitzienne en'Y', de constante sup || A|| sur un segment. Une base de solutions Y3, ...,Y,
forme une matrice fondamentale, et leur déterminant (le wronskien) ne s’annule jamais ou est

identiquement nul.



6. Exponentielle de matrice

o Exponentielle d’'une matrice

+00 Ak
Pour A € Mn(]R) la série e = Z T converge normalement sur tout compact. La

d
fonction ¢ — €4 est de classe C'™® et pr etA = AetA.

o Propriétés

elsHt)A — esAetA A+B _ oAoB i AB = BA: ePAP~ L — PedAP— -1.
det(e?) = e 4. La solutionde Y’ = AY, Y (0) = Yy estY(t) = etAYg, et celle de
= AY + B(t) est donnée par la formule de Duhamel

t
Y (t) = et4Yy + / e(t=4B(s) ds.
0

Calculer ¢4
1.Si A = PDP ! est diagonalisable : e!4 = P diag(e*?) P~1.
2.Si A = Al + N avec N nilpotente, I et N commutent :
tp-1 NP1 )
(p—1)!

3. Dans le cas général, on décompose A = D + N (Dunford, D diagonalisable, N

et = et (I+tN+---+

nilpotente, DIN = N D) et on applique les deux cas précédents.



G Exemple 3 : matrice diagonalisable

1 2
Pour A = (2 1), le polyndme caractéristique est A2 — 2A — 3 = (A — 3)(A + 1).
1 1
Les vecteurs propres sont (1,1) pour 3 et (1, —1) pour —1. Avec P = (1 1), on
trouve

G Exemple 4 : matrice non diagonalisable

2 1 1
Pour A = =21 + Navec N = D etN2=0,0na
0 2 0 0

1
et4 = eX(I +tN) = e* (

. 1). La solution de condition initiale (0, 1) est

Y(t) = e¥(¢,1).

7. Stabilité

© cauitibre stable

Un point y* tel que f(y*) = 0 est un équilibre de ¥y’ = f(y). IL est stable si, pour tout
€ > 0, il existe § > 0 tel que ||y(0) — y*|| < & entraine ||y(¢) — y*|| < € pour tout
t > 0. Il est asymptotiquement stable s'il est stable et si y(£) — y* pour les données

initiales proches.



o Stabilité linéaire et linéarisation

Pour Y’ = AY, lorigine est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les
valeurs propres ont une partie réelle < 0 ; elle est stable si et seulement si elles sont
de partie réelle < 0, celles de partie réelle nulle étant semi-simples (blocs de Jordan
de taille 1). Pour ¢’ = f(y) avec f de classe C'! et f(y*) = 0: si toutes les valeurs
propres de D f(y*) sont de partie réelle < 0, y* est asymptotiquement stable ; si

Uune est de partie réelle > 0, y* est instable.

G Exemple 5 : linéarisation

Pour ¢’ = (1 — ), les équilibres sont 0 et 1. Comme f'(z) =1 — 2x,0n a
f'(0) =1 > 0 (instable) et f/(1) = —1 < 0 (asymptotiquement stable).

Si lon dispose d’une fonction de Lyapunov V' > 0, nulle seulement en y*, telle que

£V(y(t)) < 0, léquilibre est stable ; si linégalité est stricte hors de ¥*, il est asymptotiquement

stable.

8. Portraits de phase

Pour un systéme plan Y’ = AY avecdet A # 0,notons T =tr A, D = det Aet A = T2 — 4D.

Les valeurs propres sont racines de A2 — T\ + D.
5‘L
.foyer stable .foyer instable

2| centre
Q

noeud stable S noeud instable

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1 col



Cas

D <0
D>0,A>0,

T<0
D>0,A >0,

T>0
A<0,T=#0
A<0,T=0

Valeurs propres

réelles, de signes
opposés

réelles négatives

réelles positives

complexes

conjuguées

imaginaires pures

Nature de Uorigine

col, instable

noceud stable
(asymptotiquement)

noeud instable

foyer, stablesiZ' < 0

centre (stable, non

asymptotique)

équations différentielles Licence L3 : portraits de phase d’un systeme linéaire plan, nceud stable, col, foyer

c Astuce de Zyro

stable et centre, avec trajectoires fléchées

Quand je dois classer un point d’équilibre, je ne cherche pas les valeurs propres tout

de suite : je calcule la trace et le déterminant, je regarde sur le plan ci-dessus dans

quelle zone je tombe, et la nature du point est connue en deux lignes.



@ Quand la linéarisation ne tranche pas

Si Df(y*) a une valeur propre de partie réelle nulle (par exemple un centre), le
systeme non linéaire peut étre stable, instable ou asymptotiquement stable : il faut

une autre méthode, comme une fonction de Lyapunov.

A retenir

Cauchy-Lipschitz : f continue et localement lipschitzienne en gy donne existence et unicité

de la solution maximale ; sans caractére lipschitzien, Uunicité peut tomber (y = 3y2/3).

Une solution maximale sort de tout compact ; elle peut exploser en temps fini (3 = yz).

Un systeme linéaire est toujours global.

Gronwall: u < a + Lf(;t wimplique u < a el ; il fournit Lunicité et la dépendance

continue.

Y’ = AY a pour solution etAYO ; avec second membre, on utilise la formule de Duhamel.

e4 se calcule par diagonalisation ou par la décomposition AI + N ; det e4 = et*4.

Stabilité : toutes les valeurs propres de partie réelle < 0 donnent un équilibre

asymptotiquement stable ; une valeur propre de partie réelle > 0 le rend instable.

En dimension 2, la trace et le déterminant classent Lorigine : col, nceud, foyer, centre.
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