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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Vrai ou faux autour de Cauchy

a.Vrai: X — X(O) est un isomorphisme de l'espace des solutions sur R3 d’apres

Cauchy.
b. Faux : (Xl + Xz), = A(Xl + Xz) + 2B 7é A(Xl + Xz) + BsiB 7é 0.
c. Vrai: (Xl — Xz), = A(Xl — Xz) +B—-B= A(Xl — Xz)

d. Faux: si X(to) = 0, la solution nulle vérifie le méme probléme de Cauchy ; par

unicité, X = 0.
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o Exponentielle d’une matrice diagonale
AF = diag(2*, (—3)%), donc e4 = diag(e*, e~).
X(t) = et4X(0) = (4e¥, 5e~%).

Vérification : ¢’ = 8e? = 2z ety = —15e 3 = —3y.

° Une matrice nilpotente

1 3t
a. A2 = 0, donc la série s'arréte : et4 = T+ tA = (0 ] )

b. X(t) = e*4(1,2) = (1 + 6t, 2). Vérification: ' = 6 = 3y ety’ = 0.

o Equation d’ordre 2 : deux racines réelles
Equation caractéristique 72 — 5r + 6 = (r — 2)(r — 3) = 0, donc y = ae? + be3:.
y0)=a+b=1ety(0)=2a+3b=0:b=—-2,a =3.

y(t) = 32 — 2e3.

o Oscillateur harmonique
Les racines sont £3¢: y = a cos 3t + bsin 3t. y(0) = a = 2; 3'(0) = 3b = 6, donc b = 2.
y = 2cos 3t + 2sin 3t = 2v/2 cos(3t — m/4). L'amplitude est 2v/2.

° Calculs de Wronskiens
a. W = cos2t - 2cos 2t — (—2sin 2t) sin 2t = 2. Non nul : base de y” + 4y = 0.

b. W = e'(—e™") —ele™ = —2.Non nul: basede " —y = 0.



° Equation du premier ordre avec second membre

Homogene : y = Ce?t. On pose Yp=o0at+b:a=2at+2b+ 4t donc2a+4=0et
a=2b:a=-2,b=—-1.

y(t) = —2t — 1+ Ce? Vérification : ¢ = —2 + 2Ce? et 2y + 4t = —2 + 2Ce?,

o Un systéme de dimension 2
xa(A) = A2 —TA+10 = (A — 2)(A — B).
Pour5: (A — 5I)v = 0donnewv; = (1,1). Pour 2:ve = (1, —2).

X = c1e%(1,1) + coe?(1, —2). Condition initiale : ¢; + ¢ = 1, ¢; — 2¢2 = 4, donc

Cy = -1, C1 = 2.

X(t) = (2e% — e, 2% + 2e?). Contréle: z'(0) =8 =4-1+4.

o Rotation dans le plan

0 -1
a.J = ( ) J? = —1I. En séparant les puissances paires et impaires,

1 0
2t —sin2t
tA = cos(26)] + sin(2t)J = ( °° .
€ COS( ) + sm( ) sin2t cos2t

b. X(t) = (3 cos2t, 3sin 2t). Ainsi 22 + y? = 9. Directement :
(2 + y?)" = 2z(—2y) + 2y(2z) = 0: la trajectoire est un cercle de rayon 3.

Q Racines complexes avec amortissement
Racines —1 4 2i:y = e *(acos 2t + bsin 2t). y(0) = a = 1.
y = e ((—a + 2b) cos 2t + (—b — 2a) sin2t), donc y/(0) = —a + 26 =0,b = .

y(t) = e7* (cos 2t + 3sin2t).



0 Racine double et second membre

a.yp, = (t+t%)e?, yp = (1 + 4t + 2t?)e?. Alors
Yy — 4y, + 4y, = e®(1+ 4t + 262 — 4t — 482 + 2t%) = e*.

b. Lhomogeéne a une racine double 2 : y = (cl + cot + %)ezt. y(O) =c;=1;
y'(0) =c2+2c; =0,doncer = —2.9y(t) = (1 — 2t + %)ezt.

©) Formute dabel
a.Racinesder? +3r+2=(r+1)(r+2): —let—2.
W =et(—2e %) — (—et)e 2 = —e 3.

b. W' = 3e 3 = —3W, conforme a Abel (a = 3). W ne s’annule jamais : (e7t, e‘zt)

est une base de Spg.

e Stabilité de deux systémes

A esttriangulaire : valeurs propres —1 et —2, toutes deux négatives. Toute solution tend

vers ( (stabilitée asymptotique).

Ay :trace 0, déterminant —1 4+ 4 = 3, donc x(\) = A2 + 3, valeurs propres +i/3
distinctes. Les solutions sont périodiques de période 271'/\/5 et ne tendent pas vers 0 (sauf

la solution nulle) : c’est un centre.

° Exponentielle d’un projecteur

1 1
A? = (0 O) = A, donc AF = Apourk > 1.

tk et et —1

t t t t __ 1 1
Dérivée : (T) %) Et Aetd = (T) € 0 + ) : égalité vérifide.



e Variation des constantes pour un systéme

1 _
A=3]+ N e =¢3 (0 13).

e *AB(s) = e73* (e3* — 2se3*, 2¢%) = (1 — 2s, 2), d'intégrale (t — t2, 2t) sur [0,1].

1 ¢ — t2

Contrdle : x' = e3(1 + 5t + 3t2) = 3z + y + €% ety = €%(2 + 6t) = 3y + 2.

Q Déterminant d’une exponentielle

A est diagonalisable, de valeurs propres 5 et 2: A = PDP ! avec D = diag(5, 2). Donc
e = Pdiag(e®,e?)P ! etdete? = ePe? = " = ™.

En général, si A = PDP~! avec D = diag();), dete? = [[ e = eXX = et En

A

particulier e** est toujours inversible.

a Résonance

Yp = 1sin2t + Lcos2t, Yy, = cos 2t — tsin 2, donc y, + 4y, = cos 2t.
Solution générale : y = a cos 2t + bsin 2t + %sin 2t.

Le terme %sin 2t a une amplitude qui croit linéairement : la solution n'est pas bornée. C'est

la résonance, car 2i est racine de Uéquation caractéristique 2 + 4 = 0 et la fréquence du

second membre est celle du systeme.



° Régimes d’un oscillateur amorti

a. A=k%2—-16.5i0< k<4, A <0:pseudo-périodique. Si k = 4 : critique,

Y= (a + bt)e_zt. Sik > 4 : apériodique, deux racines réelles négatives.

—1412/15 _ V15 -
5 pulsation w = 5 pseudo-periode
2T 4

= " ~324
w /15

b.k = 1:racines

c. Si k > 4, les racines réelles ont pour somme —k < 0 et pour produit4 > 0: elles
sont négatives. Si k < 4, la partie réelle est —k/2 < 0. Dans tous les cas e, te™

tendent vers 0 quand Re(r) < 0.

e Solutions globales et explosion

y' = 2ty est lindaire a coefficient continu sur R : y(t) = et’, définie sur R tout entier,

comme l'assure le théoréme de Cauchy linéaire.

y' = y? n'est pas linéaire : y(t) = e solution maximale sur | — 0o, 1], qui explose en

1—

t = 1. Dans le cas linéaire, U'explosion en temps fini est impossible.

@ Variation des constantes avec une tangente

W = costcost — (—sint)sint = 1. Donc

. 2
, . sin” ¢ , )
¢y = —sinttant = — = — + costetc, = costtant = sint.
cost cost
1+sint 1+sint
Une primitive de 1/ cost est1n +— Onprendc; = —In LSt + sint et
cost cost
cy = —cost.
. 1+ sint
Yp =ci1cost + casint = —cost In ————.
cost

1+ sint

Solution générale: y = acost + bsint — cost In
cost
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